A TYPE OF SINGULAR POINTS FOR A TRANSFORMATION OF 
THREE VARIABLES* 


BY 


W. V. LOVITT 


It is the purpose of this paper to discuss from as geometrical a standpoint 
as possible the character of a transformation 


(1) ¢(u,v,w), y=y(u,v,w), 2=x(u,v,w) 


near points of a special type at which the jacobian of the transformation 
vanishes. 

Let a particular one of the singular points in question be denoted by P, 
and let S denote the surface through P in the wow-space defined by setting 
the jacobian of the transformation equal to zero. The point P and the surface 
S are transformed by (1) into a point P; and surface S,; in the zxyz-space, 
and the initial assumptions in Section 1 are such that P and P, are non-singular 
points of S and S;, respectively. A neighborhood of the point P is divided 
by S into two parts. In Section 2 it is shown that under the hypotheses of 
Section 1 each of these parts is transformed in a one-to-one way into a con- 
nected region with interior points in the zyz-space, and the two zyz-regions 
so obtained adjoin S,; and lie on the same side of that surface. Moreover the 
single valued inverse functions of x, y, z defined by the transformation in 
either of the regions adjoining S,; are continuous, and they have continuous 
first derivatives except possibly at points of the surface S;. 

In the first two sections the transformation is studied in a neighborhood of a 
particular singular point P. But most of the results there found can be extended 
to apply to a neighborhood of any surface consisting of singular points of the 
type of P. This is done in Section 3. The generalization is analogous to 
an extension of the well-known theorems on implicit functions due to Bolza.t 
The methods of Sections 1-3 are applicable to n-dimensional spaces with but 
little more than the necessary changes in notation. 


* Presented to the Society, April 2, 1915. 

+See his Vorlesungen wiber Variationrechnung, p. 160; also Mason and Bliss, Fields of ex- 
tremals in space, these Transactions, vol. 11 (1910), p. 325; or Bliss, Princeton Collo- 
quium Lectures, p. 19. 
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In Section 4 we show that the two-parameter family of directions through a 
point P on the surface S, with the exception of a certain critical direction, 
transforms into a single plane 7; of directions. This plane 7 is tangent to 
the surface S; at the point P;. Urner* showed that every plane of directions 
through P in the wew-space transforms into a single direction in the plane 7. 
The direction coincident with instead of distinct from the critical direction J 
transforms into the two-parameter family of directions through P;, with the 
exception of those in the plane 7. All curves D having the critical direction 
and which have the same principal normal are transformed, as Urner has 
shown, into curves with directions in a common plane 6,. We add that as 
the radius of first curvature of D varies from infinity through P on the prin- 
cipal normal and out to infinity on the other side again the direction of the 
transformed curve rotates in 8; about P,; through an angle of 180 degrees. 

The character of a transformation in the neighborhood of a point at which 
the functional determinant vanishes has been the subject of study in a number 
of papers of comparatively recent date. For a review of the papers in widely 
different fields bearing on this subject the reader is referred to Chapter II 
of the Colloquium Lectures referred to above. Bliss showed in these lectures 
that for a transformation in two variables, regions on opposite sides of the 
curve defined by the vanishing of the functional determinant of the trans- 
formation are transformed into two overlapping regions. The theorems de- 
duced in Sections 1, 2, 4 below afford a generalization of this result to spaces 
of three or more dimensions. The paper of Urner mentioned in the preceding 
paragraph contains a discussion of the transformation effected by equations 
(1) upon the directions of curves through the point P, but he does not other- 
wise discuss the transformation of the region of space adjoining P,, as is done 
in the present paper. 


1. ‘THE INITIAL ASSUMPTIONS 
Let us consider a real point transformation of three space 
(1) xr=@ (u,v,w), y=y(u,rv,w), z= x(u,?v, w) 


with determinant 


du dv Dw 
J(u, 0, w) = | Yo 
| Xu Xv Xw 


The functions ¢, y, x are not necessarily analytic but it will be presupposed 


*S. E. Urner, Certain singularities of point transformations in space of three dimensions, 
these Transactions, vol. 13 (1912), pp. 232-264. 
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that 

(a) the functions @, Y, x are of class C’’’* in a neighborhood of the origin 
(u,v,w) = (0,0,0); 

(6) the following initial conditions are satisfied: 


$(0,0,0) = ¥(0,0,0) = x(0,0,0) = 90; 


(c) J(0, 0,0) =0; 
(d) at the origin (u, v, w) = (0, 0, 0) at least one of the determinants 
of the matrix 


| | 
du 

(2) | | 
Yu Yo 
Xe Xe 


is different from zero. 

There is no loss of generality in assuming, as indicated in these conditions, 
that the singular point P to be considered for the transformation is at the 
origin in the wew-space, and that the transform of P by (1) is the origin P; 
in the zyz-space. Neither will generality be lost if we assume for convenience 
that the determinant 


| J. J. Je 
} 

(3) Ww Ww 
| 
Xv Xw | 


is that one of the matrix (2) which does not vanish at the origin. Only a 
change of notation in x, y, z, ¢, Y, x is required to bring this about if it is 
not already true. 

At least one of the derivatives J,, J», Jw does not vanish at the origin on 
account of our assumption (d). Hence the equation J(u, v, w) = 0 can 
be solved for one of the variables in terms of the other two. There exists 
therefore a unique surface 


(S) u = U(a,8B), v=V(a,B), w= W(a, 8B) 


satisfying J = 0, in which a and @ are a suitably selected two of the parameters 
u,v,w. Since Jy, J», J» do not all vanish at the origin this point is a non- 
singular point of the surface S. 

* We shall say that a single-valued function f of (u,v, w) is of class C’” if f(u,v, w) and 


its partial derivatives of orders one, two, and three are continuous in a region in which f is 
defined. 


| 
E 
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It follows from the derivation of equations (S) above that 
J(U,V,W) =0, 
whence 
=0, 
JuUg =0. 
From these equations we obtain 
Ve | U, W, 


(4) = kJ, = 


| Ve W, | U, W, 


where k is a factor of proportionality. Moreover k + 0 since the surface S 
is non-singular and consequently the determinants in the second members 
of equations (4) can not vanish simultaneously. 

The transform of the surface S by (1) is a surface 


z=4¢(U, V, W) = X(a,8), 
(S1) y=¥(U,V,W) = Y(a,8), 
z=x(U,V,W) = Z(a,8). 


The origin P, is a non-singular point for S, if the determinants of the matrix 


Ye Ze 
do not vanish simultaneously. But 
X, Xz ou We 


V.W,-V,W, U,V, —U,V. 


du dy ou 
(6) | 
Wu Vw | 
Ja de de 
= i Pu dv Pw ’ 


Yu ve Vw 


| Us 
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and by a similar argument 


7 | = Qu Pw |, } u v Vw ° 
@) Z. Z. 

Xu Xv Xu Xv» Xw! 


Thus assumption (d) assures us that P; is an ordinary point on the surface 
S,. We may now state the following theorem. 

TuHeorEM I. Under the assumptions (a), (b), (c), (d) the origin P in the 
uvw-space is a non-singular point of the surface S defined by the equation 


J(u,v,w) =0. 


Furthermore in the xyz-space the image P of the point P by means of equations 
(1) ts a non-singular point of the surface S, into which S 1s transformed by (1). 
By our assumptions (b) and (c) the equations 


(8) J(u,v0,w) =0, y=y(u,v,w), x(u,v,w) 


have the initial solution (u,v, w, y,z) = (0,0,0,0,0). The hypothesis 
(d) justifies the assumption that the determinant (3) is different from zero, 
as we have seen. Hence by the usual theorems of implicit functions there 
exists a neighborhood (0,0,0,0,0),*in which no two solutions (u,v, w,y,2) 
of equations (8) have the same projection (y, z) , and a neighborhood (0, 0); 
of the point (y,2) = (0, 0) in which equations (8) determine w, v, w as func- 
tions of class C” of y and z, 


(9) u=uly,z), w=wly,2) 


defining values (u,v, w, y, 2) in the neighborhood (0,0,0,0,0),. By 
substituting these results in the third of equations (1), a surface 


(10) r= X(y,2) 


is found, which is the transform by (1) of the surface S. This is identical 
with the surface given by equations (S;) above. 

Let Ai, Az, As; Bi, Bo, Bs; Ci, Co, Cs denote respectively the cofactors 
of the elements of the first, second, and third rows in the jacobian J. Since 
at the origin 

H, = Aj ds Ao + A3 = 0 

* For these theorems see Bliss, Princeton Colloquium Lectures, pp. 8-9. By the notation 

(0, 0,0, 0,0), is meant a neighborhood 
jul<e, jul<e, |wl<e, lyl<e, 
of the point (0,0, 0,0,0). 


| 
| 
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it follows that J,, J», J» are not all zero. Moreover some one of the terms 
Jy Ai, Jy Az, Jw Az is different from zero at P, let us say J, A; +0. Only 
a change of notation in u,v, w is required to bring this about if it is not already 
true. Then at the point P 


_9(¥, x) 


0(v,w) 


+ 0, J.(9,0,0) +0. 


Thus the tangent plane to the surface S at P is not parallel to the u-axis, and 
the matrix of the determinant J is of rank two at the point P. 

We now interpret equations (1) as a two-parameter family of curves with 
the parameters v,w. Under the assumption (d), the surface S; is the envelope 
of the curves (1).* For from equations (8) and (10) the expression 


bu — Xy Wu — Xz xn 
J, Jo 
du ow 


Vu Vo Vw 
Xu Xv Xw 


has the factor 


which vanishes on the surface S; on account of the first of equations (8). 
If we keep » and w fixed and let u vary we get a straight line in the wrw-space, 
and by varying » and w we obtain a two-parameter family of lines parallel 
to the u-axis. These lines are, by the above, transformed by equations (1) 
into a two-parameter family of curves for which S, is the enveloping surface. 
Under the assumptions made, none of the curves of the two-parameter family 
mentioned cross the surface S,, at their points of tangency. For if we put 


W(2,y,2) =x—X(y,2) 


and in place of z, y, z substitute their values in terms of u,v, w from equations 
(1), we find 


dw 1 
du = du — Xy Wu A; 


i i d 1 
du2 = 7, + Ju) + 
But dW/du vanishes on the surface S, since J = 0, while d? W/du? does 


not vanish on S; since J, + 0 by hypothesis. We have thus proved the 
following 


* Mason-Bliss, The properties of curves in space which minimize a definite integral, these 
Transactions, vol. 9 (1908), pp. 440-466. 


du 
dd. 
Xu 
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THEeorEM II. The two-parameter family of straight lines 
v = constant, w = constant 


parallel to the u-axis in the wvw-space is transformed by means of equations (1) 
into a two-parameter family of curves 


x= o(u,r,w), y=y(u,v,w), z=x(u,v,w) 


in the xyz-space, with the parameters v and w. Under the assumptions (a), (6), 
(c), (d) this family of curves has an enveloping surface S, which is the transform 
of the surface S by means of the equations (1). The curves of the family do not 
cross the surface S, at their points of tangency. 


2. TRANSFORMATION OF A NEIGHBORHOOD OF A POINT ON THE SINGULAR 
SURFACE 


In this Section we show that under our assumptions (a), (5), (c), (d) there 
is a one-to-one correspondence between either of two regions in the uvew-space 
on opposite sides of the jacobian surface and its transform in the xyz-space, 
the two transformed regions being on the same side of the surface S; which is 
the transform of the surface S by means of equations (1). Moreover each of 
the transformed regions is a connected region possessing interior points. The 
equations of transformation define inverse functions which are continuous at 
points of the zyz-space which are on the surface S;, and of class C’ at points 
not on 

The equations 


(11) y=V¥(u,r,w), 2z2=x(u,v,w) 
represent a system of curves in the wew-space. Every solution (u,v, w) of 


these equations, when y and z are fixed, determines a value ~ of the determinant 
J such that equations 


(12) J(u,v,w) =é&, ¥(u,v,w) =y, x(u,v,w) =2 


are satisfied. 

By our assumptions (6) and (ce) the equations (12) have the initial solution 
(u,v,w,&,y,z) = (0,0,0,0,0,0). Since the determinant (3) is dif- 
ferent from zero the usual theorems of implicit functions justify the statement 
that there exists a neighborhood (0,0, 0,0, 0, 0), in which no two solutions 
(u,v, w, &,y, 2) of equations (12) have the same projection (£, y, z), and 
a neighborhood (0,0, 0); of the point (£,y,z) = (0,0,0) with 6 Se, in 
which equations (12) determine u, v, w as functions of class C’ of £, y, z, 


(13) u=u(é,y,2), v= v(£,y,2), w=w(t,y,2). 


| 
| 
| 
| 
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If in these equations £ is placed equal to zero we obtain equations (9) of Sec- 
tion 1. 

As a result of the choice of notation mentioned above which assures us that 
J,(0, 0,0) +0, the equations of the surface S of Section 1 may now be 
written in the form 


u= U(v,w), 
Consider then in the wew-space a neighborhood 
(K) 0su— U(v,w) =a, =), |w| se 


of the origin, where a, b, ¢ are so small that the values (wu, v, w, &, y, 2) 
defined over the region K by equations (12) all lie in (0, 0, 0, 0, 0, 0),. 
Further the region K is to be restricted so that to any (u,v, w) in K there 
corresponds by (12) a (£, y, z) which is in the 6-neighborhood (0, 0, 0); of 
the point (£, y,z) = (0,0,0). Then there passes through each (u,v, w) 
in K one and but one of the curves (11). That there is one is seen from equa- 
tions (12), for to every (wu, v, w) there is defined by (12) a (£,y, 2) in the 6- 
neighborhood (0, 0, 0), of (&, y, z) = (0,0,0). That there is only one 
follows from the fact that the only solutions (u,v, w, &, y, z) of equations 
(12) in (0, 0,0, 0,0, 0), corresponding to a point (£, y, z) in (0,0, 0), 
must satisfy the equations (13). On any one of the curves there is but one 
point where the determinant J vanishes, namely the point defined by — = 0. 

We now substitute the values of uw, v, w as given by (13), in equations (12), 
and by differentiation find that 


(14) Wu Us + Yo + Ww = 
Xu Ug + Xo Ue + Xw 


from which it follows that 


= 
Hy, Xw Xu H;| Xu Xv} 


OF = 


From the first of equations (14) we conclude that the functional determinant J 
is univariant along the curve (11), and the curve (11) is not tangent to but actually 
cuts through the surface S. 

Thus we see that on the curve (11) the functional determinant J has opposite 
signs on the opposite sides of the surface S. In order to fix ideas let us consider 
J > 0 on that side of the surface S which contains the positive u-axis. Only 
a change in notation from u to — wu is necessary to bring this about if it is not 


0, 

0, 
Xw 
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already true. The only restriction on the notation u, v, w preceding this 
was for the purpose of calling J, that one of J, J», J» which was not zero. 

We propose to show that under the assumptions made, the equations (1) 
define a one-to-one correspondence between either of the regions 


(K) |e| »| Se, 


(M) lol |w| =e, 


on opposite sides of the surface S, and its image K, or M,, in the zyz-space. 
We note that according to our assumptions J = £2=0in K,andJ=Oin M. 

Suppose that the correspondence between K and K;, is not one-to-one. 
It will be shown that this leads to a contradiction with the statement that J 
varies univariantly on the curve (11). If two points (w’, vw’, w’) and 
(u’’, v’’, w’) in K define the same (x, y, z) they must lie on that one of the 
curves (11) defined by the values y, z, since any (u,v, w, 2, y, 2) satisfying 
the original equations (1) determines also a solution (u,v, w, &, y,2) of equa- 
tions (12), and the only solution of equations (12) for a (u,v, w) in K is given 
by equations (13). They must define distinct values ~’ and &” satisfying 
t’ = 0, &” = 0 if they lie on the same side K of the surface S, since distinct 
points of a curve (11) can only correspond to distinct values ~’, £’’. 

The function ¢ is continuous with continuous first partial derivatives and 
takes by hypothesis the same value zx on the curve (11) for § = &’ and — = &’”. 
Hence its derivative for must vanish for at least one value & = 7 between 
and But this derivative is 

do 
Du Ug + hv + Pw Wz. 
With the use of equations (15) we can show that 
do J 
dé Hy" 
But 7 is positive and 0 = & <r < &”, provided we assume &’ the smaller 
of & and &’, and so the point of the curve (11) defined by 7 is not on the 
surface S. Hence we have indeed reached a contradiction with the state- 
ment that J is univariant and vanishes only for & = 0 on the curve (11). 
Therefore the correspondence between the regions K and K;, is one-to-one, 
and in a similar manner it can be shown that the correspondence between 
the regions M and MM, is one-to-one. 

We are now in a position to make some statements with respect to the 

inverse functions 


(16) u=f(z,y,2), o=9(2,y,2), w=h(2r,y,2) 
defined by equations (1), and the character of the regions K; and M,. 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
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Let us omit from the regions K and K, the points on Sand S,. Denote the 
six dimensional set of points so formed by x. Then every point p(u, 2, 
w, x,y, 2) of «is an ordinary point for the equations (1) and satisfies both 
those equations and the equations (16). By the usual theorems of implicit 
functions it follows that there exists a neighborhood p, of p in which no two 
solutions of equations (1) have the same projection (2, y, 7), and a 6-neigh- 
borhood of the point (2, y, z) with 6 = e, in which equations (1) determine 
u, v, w as functions of class C’ of x, y, z. Thus to every point (u, v, w) 
interior to K there corresponds a point (2, y, 2) interior to K, at which f, 9g, 
h are of class C’. In like manner we show that the region M contains interior 
points. 

It is evident that K is a connected region. We shall now show that K, 
is a connected region. To do this it is sufficient to show that any two points 
A,, B, interior to K,; can be joined by a continuous curve also interior to K,. 
By equations (16) the points A; and B, are transformed into two points A 
and B interior to K. But K is a connected region, and hence A and B can 
be joined by a continuous curve interior to K, the transform of which by 
equations (1) is a continuous curve interior to K,, joining A; and B,, and 
thus our statement is proved. We may then state the following theorem: 

TuHeoreM III. Under the assumptions (a), (b), (c), (d) either of the two regions 
K and M in the uvw-space on opposite sides of the surface S is transformed in a 
one-to-one way by means of equations (1) into a region, K, or M,, in the xyz-space. 
Each of the regions K,, M, possesses interior points and is a connected region. 

From the proof just preceding, the functions f, g, h are of class C’ in K, or 
M, except possibly at points of the surface S. We desire to show next that 
they are continuous even at points which are on the surface S,. To do this it 
is sufficient to show that any infinite sequence of points q; in the region K; with 
a single limit point & on the surface S,, has corresponding to it in the region 
K an infinite sequence of points p; with a single limit point on the surface S, 
and that this limit point is the point 7 of which k is the image by means of 
equations (1). The infinite sequence of points p; certainly has at least one 
condensation point. Let 7’ be such a point. Since the functions ¢, x, y are 
continuous it follows that the image of x’ must be k&, and since the corre- 
spondence between K and K;, is one-to-one z’ coincides with . The point 7 
necessarily lies upon S since such points are the only ones which can go into 
the points of S,. 

We have thus proved that the functions f, g, and h are continuous at points 
of K, or M, on the surface S,, and may state the following theorem: 

TueoreM IV. Under the assumptions (a), (b), (c), (d) the inverse functions 


u=f(z,y,z), w=h(z,y,2) 
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transforming K, into K (or M, into M) as described in Theorem III, and defined 
by means of equations (1), are continuous at all points of the xyz-space situated 
in the region K, or on its boundary, and have continuous first derivatives except 
possibly on the part of the boundary of K, which is coincident with S,. 

It remains for us to show that the regions on opposite sides of the surface S 
transform into regions on the same side of the surface S;. We take two 
points A and B within the regions K and M, respectively (see Fig. 1), on 
opposite sides of the surface S and on the same straight line parallel to the 
u-axis through a point Pon S. The line segment APB transforms by means 


of (1) into an are A; P, B, which by Section 1 is tangent to the surface S, at 
the point P,; and does not cross S; at P,;. The determinant J does not vanish 
on the line segments AB except at the point P, and hence P, is the only point 
of A; P; B, which is on the surface S;. Thus we see that the points A; and 
B, are on the same side of the surface S;. The point A is in the region K 
which has been shown to transform in a one-to-one way into the region Ky 
containing the point A,, while the point B is in the region M which transforms 
in a one-to-one way into the region M, containing the point B,. But we have 
just shown that A; and B, are on the same side of the surface S,;. We may 
therefore state the following theorem: 
THEOREM V. Let 


(1) z=¢(u,v,w), y=y(u,v,w), z2=x(u,v, w) 


be a transformation which at a point P has properties (a), (b), (c), (d). The 
surface S on which the jacobian of the transformation vanishes contains P and is 


Ss \ A, A, 
B A 
P 
P, 
1. 
€ q 
q 
d 
M kK 
a b 
Fic. 2. 
4 
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transformed into a surface S,, in the xyz-space containing the image P, of P. 
The portions K, M of the uvw-space on opposite sides of S are transformed in a 
one-to-one way into portions K,, M, of the xyz-space on the same side of S, 
(see Fig. 2). 


2. 
3. TRANSFORMATION OF A NEIGHBORHOOD OF A SINGULAR SURFACE OF ANY 
EXTENT 

In this section by the use of the assumptions (a), (b), (c), (d), (e), (f) below 
we extend most of the results of the preceding section to a transformation of 
a neighborhood of even an extensive part of a singular surface. 

Let us now consider the transformation (1) in a neighborhood S, of the set 
of points (u,v, w) on the surface 
(S) u= U(a,8), v=V(a,B), w= W(a, 8B) 
defined over a finite closed region = of the a$-plane. 

By a region is understood a piece of the plane which is bounded by a finite 
number of regular curves. The region is said to be closed if it contains all 
of its limit points. By a neighborhood S, is understood the totality of points 
(u, v, w) for which 


lu—U|se, lo—V| Se, 
when (a, 8) range over the region >. 
It will be presupposed that 
(a) the surface S does not intersect itself and has no singular points in 2, in 


other words, the determinants of the matrix 
Ve W, 
| Us Ve We 
do not vanish simultaneously at any point of 2; 


(b) the image 
t= ( U, V, W) = X(a, B), 


(Si) y=¥(U,V,W) =Y(a,8), 
z=x(U,V,W)=Z(a,8), 


e 
1 
4 
\ 
d 
bi 
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of the surface S by means of equations (1) does not intersect itself; 

(c) the functions U, V , W are of class C’ in 2; 

(d) the functions ¢, ¥, x are of class C”’ in a neighborhood of the surface S; 

(e) the functional determinant J = 0(¢, ¥,x)/d(u,v,w) vanishes on 
the surface S; 

(f) at every point of the surface S at least one determinant of the matrix 
(2) is different from zero. 

The assumptions (a) and (5) are sufficient to assure us that there is a one-to- 
one correspondence between the points of the surface S and its image 8. 
For from equations (S), on account of the assumption (a), there is for any 
point (u, v, w) on S one and but one pair of values of a, 8; and from equa- 
tions (S;) by means of the assumption (b) there is for any point (2, y, z) 
on S,; one and but one pair of values of a, 8. Hence for any point (u,v, w) 
on the surface S there is one and only one point (2, y, z) on the surface S;. 

Suppose that however small ¢ is chosen two points in S, may be found on 
the same side of S whose images in the xyz-space coincide. For points on one 
side of the surface S the determinant in (e) is positive, while for points on the 
other side it is negative, since by the assumption (f) one at least of the de- 
rivatives J,,, J», J» is different from zero at each point of S. Consider now a 
sequence {e,} (n = 1, 2, ---, ©) with limit zero, and the corresponding 
sequence of regions {S,,}. In every region S,, there is by hypothesis a pair 
of distinct points whose images in the xyz-space coincide. These two points 
may be denoted by Px(tn, tn, Wn), un, Mn, Wn) and their image by 
(2n, Yn, 2n). Consider the set of points 


, 
Da = (Ha, Wa} May Sas Pus Ba) 


thinking of p, as a point in a nine-dimensional space. The set p, (n = 1, 
2, +++) certainly has a condensation point which we designate by 
(uo, Vo, Wo} Uo, Vo, Wo; Xo, Yo, 20), and for which the points Po (uo, v%, Wo) 
and (u), %, wo) necessarily lie upon the surface S . 

Thus we arrive either at two distinct points (wo, %, Wo), (2), %, Wo) on 
the surface S whose images in the rzy-space coincide; or if (wo, %, wo) and 
(uo, %, Wo) are the same we arrive at a single limit point on the surface S 
in every neighborhood of which there are two points whose images in the ryz- 
space coincide. The first case is impossible since we have shown the one-to- 
one correspondence between the points of the surface S and its image S,. 
The second case is the one considered in Section 2 and was there shown to be 
impossible. 

Thus we have shown that there must exist a neighborhood S, in which no 
two distinct points (uw, v, w) (u’, v’, w’) on the same side of S can define the 
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same point (2, y, z) by means of equations (1). It follows that there is a 
one-to-one correspondence between either one of two suitably chosen neigh- 
borhoods on opposite sides of the surface S in the wow-space and its image in 
the ryz-space. 

In the same manner as in Section 2 we can now show that a region K in the 
uvw-space consisting of all points of 8, for which J = 0, goes by means of equa- 
tions (1) over into a region K, in the xyz-space which contains interior points, 
and further that the inverse functions f, g, h defined by equations (16) are 
continuous at every point of K, and of class C’ except at points on the surface 
J,. Similar statements hold for the region M consisting of all points of S, 
for which J = 0 and its image .M, in the zyz-space. We may therefore state 
the following theorem: 

TueoreM VI. Let S be a surface of any extent satisfying the hypotheses pre- 
scribed at the beginning of this section. Every sufficiently small neighborhood S, 
of this surface will be divided into two portions K and M having points of S in 
common, but in which elsewhere the jacobian J of the transformation (1) has op- 
posite signs. Each of the regions K and M will be transformed in a one-to-one 
way by the transformation (1) into a region of the xyz-space including the image 
S, of S. In a neighborhood of any point of S, the two xyz-regions K, and M, 
so defined are both on the same side of S,. 


4. ‘THE RELATION OF THE PRECEDING RESULTS TO THOSE OF URNER 
In a paper referred to above Urner has considered the transformation by (1) 
of all the curves 


(18) w = c(t) 


through a point P at which the functional determinant of the transformation 
(1) vanishes and is of rank two. His initial assumptions are consequences of 
our conditions (c) and (d) of Section 2. It is proposed in this section to study 
the relationship between the results of the preceding pages and the theorems 


which Urner has developed. 

It is shown in Urner’s paper that every curve (18) through P, with the 
exception of those which have a certain critical direction, designated by J, 
is transformed into a curve tangent to a fixed plane 7;._ The critical direction 
through P just mentioned is defined by the ratio J; : Iz : I3 of the three rows 
of cofactors of J. The direction a; : b; : ¢; through P, in the zyz-space and 
corresponding to the direction a’ : b’ : c’ at P of any curve whatsoever ot the 
form (18), always lies in the plane 7, of directions defined by the equation 


(31) A; B; b; C; = 


The plane 7 is the tangent plane to the surface S; at the point P,. For 
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from equations (5), (6), (7) of Section 1 we find 
A;:B;:C; = Hi: He: Hs, 


where H,, H., Hs define the direction-ratios of the normal to the surface S, 
at the point P, and are given by the equations 


dvs, 
= Js B, + J B, + Jw B;, 
IT; = C; + + 


This result permits of ready extension to n variables. 
The condition J (0, 0,0) = 0 means that at P the three surfaces 


d(u,v,w) =0, y(u,v,w) =0, x(u,v,w) =0 


have their normals co-planar. The condition (d), Section 2, implies that J 
is of rank 2; in particular, if we assume H7, + 0, then the second two surfaces 
have distinct normals and, by implicit function theory, a well defined curve 
of intersection. The direction of this curve of intersection is exactly J,:J2:Is, 
and the surface ¢ = 0 is tangent to this curve of intersection at P. The 
assumption (d) means that the direction J, : J. : J; is not tangent to the 
surface defined by the equation J = 0. 

According to Urner, all directions not coincident with the critical direction, 
go into directions in a plane 7,. This is the tangent plane to S; at P, (see 
Fig. 3), as we have shown. According to him also all directions which are not 


a: b:e 


Pi Uj, Ug Us 


coincident with the critical direction 7, but which are in a common plane a 
through 7, go into the same direction tangent to S,;. Let a be determined 
by I and the tangent to a curve Con S. The curve ( goes into a curve (C; 


I 
T 
P 
Ss 
Fic. 3. 
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on §;, the direction of C at P being transformed into that of C; at P,, and it 
follows that all directions in @ go into the tangent to C; on S;. 

Take now a curve D in the wew-space with initial direction coincident with 
instead of distinct from the critical direction J, with equations of the form 
(18), and with the length of arc as the parameter ¢, and furthermore let the 
numbers I, , I., I3 be modified by a common factor if necessary so that they 
are direction cosines. Then at P, a’ =1[,, b’ = 13. Further, 
since ¢ is the length of arc, the values a’’, b’’, c’’ define the principal normal 
perpendicular to the direction J, and this direction goes into a direction 


Pi = dua” + + dwe”, 
Wu a” + Wo b”’ + Vw 
ry = Xu + Xv dd + 
in the zyz-space. In Urner’s equation (9) the constant k is unity under these 
circumstances, and these equations take the form 
a =pi+U(¢,1), by 1), =n+U(x,1), 
where 
U (F, = wu + Fw + Few + 21. I; Pow + 213 I; + 21; I; Fue. 
All of the curves D of the type just described which have the same principal 
normal are transformed into curves with coplanar directions, as Urner has 
shown. For if two curves D and D have the same principal normal, then 
a’ = da”, b’ = db”, = re”. Hence for the transform D,; of D by 
equations (1) 


aj + U(¢,/), bY + U(y,1), =An+U(x,/). 


We get the directions of the transforms of all curves D with the same principal 
normal (i. e., the same osculating plane) as D by letting \ vary, and we see 
with Urner that the transformed directions a; : bi :é{ all lie in the plane 
8, determined by pi : qi : m1 and 


U(o,1):U(v, 1): U(x, 1) = U1: U2: Us, 


thought of as directions through P,. 

To get this plane geometrically take the plane through J and a” : b” :¢ 
in the uvw-space. It cuts a curve T out of the surface S (see Fig. 3) which in 
turn determines a curve 7, on S,; with direction p;:q::1r:. The plane ~; 
required is that through p; : : and U;: U2: U3. As varies from — 
to + © ,i.e., as the radius of first curvature of D varies from infinity through 
P on the line whose direction cosines are a” : b’’ :c’’, and out to infinity on 
the other side again, the direction : starts at — — and 
rotates in 6; about P; to passing through U2: U3 for \=0. 
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THE REDUCTION OF MULTIPLE Z-INTEGRALS OF SEPARATED 
FUNCTIONS TO ITERATED Z-INTEGRALS* 


BY 


J. K. LAMOND 


INTRODUCTION 


In the second volume of his book, Lectures on the Theory of Functions of 
Real Variables, Professor Pierpont defines an integral which he calls an 
L-integral, and develops a theory of integration which contains Lebesgue’s 
theory as a special case. Up to a certain point, in Pierpont’s theory, the 
field of integration does not need to be measurable, nor does the integrand 
need to be a measurable function in the sense of Lebesgue. In case the field 
of integration is measurable Pierpont shows that “an L-integrable function is 
integrable in Lebesgue’s sense, and conversely; moreover, both have the same 
value.” 

In the Pierpont theory it is only in the theorems relating to the reduction 
of multiple L-integrals to iterated L-integrals, and in the theorems leading 
up to this reduction, that the condition that the field be measurable is intro- 
duced. It is true that no one has yet defined a very satisfactory non-measur- 
able set and yet the existence of such sets has been established both by Lebes- 
guet and by Professor Van Vleck.§ The latter has also derived some of 
the properties which non-measurable sets must possess. 

In this paper I shall give sufficient conditions for the existence and equality 
of the multiple and iterated L-integrals for a certain class of functions, called 
separated functions, defined over a field which may not be measurable. If 
the function is equal to or greater than some arbitrarily small positive quantity, 
these conditions are also necessary. In case the field is measurable a separated 
function defined over it becomes a measurable function and my extra con- 
ditions are necessarily satisfied. 

In what follows it is understood that all functions and all fields of integra- 


* Presented to the Society, December 31, 1913. ; 

t Published by Ginn & Co., Boston, 1912. These will be referred to as Lectures, IT. 

tBulletin dela Société Mathématique de France, vol. 35 (1907), 
pp. 202-212. 

§ On a non-measurable set of points with an example. These Transactions, vol. 9 
(1908), pp. 237-244. 
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tion are limited, and that the integral signs used denote L-integrals.* In case 
a Riemann integral is used the sign of integration will be prefixed thus: R f ‘ 


1. Preimrary DEFINitTionst 


Let %,, %2, +++ be a finite or enumerably infinite set of point aggregates 
in n-way space which we denote by t,. The point set formed by the points 
which belong to at least one of the sets Y, is called the union of these sets, 
and is denoted by U{%M, %, ---} or by U{%,}. The point set formed by 
the points which are common to all the sets 2%, is called the divisor of these 
sets, and is denoted by Dv{%,, %., ---} or by Do{An}. 

Let % be a point set in ®,. Let D ={d,} be an enumerable set of metric 
sets. If each point of % lies in at least one of the sets d,, D is called an en- 
closure of %. The sets d, are called cells. If the cells d, are measurable, D 
is called a measurable enclosure of A. 

Let & = U{%,, A}. If there exists a measurable enclosure A; of Y%; 
and a measurable enclosure A» of %., such that Dv{A,, As} is a null set, 
that is of measure zero, %{, and YA» are said to be separated sets. 

If %, < A, and A, and A — Y, are separated sets, Y%, is said to be a separated 
part of A. 

If & = U{A,} and each pair of sets %;, A; are separated sets, the sets 
{%,} are said to form a separated division of A. It is evident that each A, 
is a separated part of YU. 

Let +++ be defined at the points of Y. Let a=0 and 
be two numbers chosen at pleasure. If, for every pair of such numbers, the 
sets of points at which 


(1) fja-a, 


are separated parts of %, f is said to be a separated function in %. In what 
follows the two sets defined by relations (1) are denoted by A, and %, respec- 
tively. 

Letn =r+s. If we set the codrdinates z,,:, --+ 22, of the points of Y, 
all equal to zero, we get a point set B in r-way space R,. We call B the 
projection of Yon R,. Let x be an arbitrary but fixed point of S with coérdi- 
nates (21, °°: 2). Consider all the points of & whose first r coérdinates 
are the codrdinates of x. We denote these points by € (2), and, when no 
confusion can arise, simply by ©. We call €(2) the section of Y& corre- 
sponding to x, and © and B components of A. It is convenient to write 
A= B-EC. 

Let x (21, +++ 2.) be an arbitrary but fixed point of 2. Consider the 


* Defined later in § 1. 
+ These definitions are, for the most part, given in Lectures, II. 
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points in (m + 1)-way space whose first n coérdinates are those of x. They 
are represented by (21, 2n, Xn41), Where ranges from — © to + ~, 
We call this set of points an ordinate through x. If 2n4: is restricted so that 


Osan 


we call the resulting set of points a positive ordinate of length 1. In case 
l = 0 the ordinate through z consists of the single point z itself. 

Let f(a, 22) 2 O be defined over Through each point zx of let 
an ordinate be erected of length equal to f(z). The resulting set of points 
in we call the integrand set of f .* 

Let f (21, «++ an) be defined over 2% and such that 


Ons <i. 


Through each point of 2 let an ordinate be erected of constant length]. The 
resulting set we denote by S; from its definition S > We call S an enclosing 


ordinate set of &. 
If A = B - Cis such thatt 
8 
then % is said to be L-iterable with respect to B. 
The points x(a, 2%) such that 


form what is called a standard rectangular cell. An enclosure of & of non- 
overlapping standard cells is called a standard enclosure of A. Let E be a 
standard enclosure of cells e,. If 


Ye. -A<e, 


E is called a standard ¢-enclosure of %. It has been proved that for each 
€ > 0 there are standard e-enclosures of any limited 2 .f 


Let 6: > = 0. Let E, be a sequence of standard €,-enclosures 
of such that the cells of lie in The set 
A. = Deo{E,} 


* An integrand set for a function of both signs can readily be defined, but such a set is 
not needed in what follows. 

t This notation is used to denote the upper measure of a set of points, viz., % is read upper 
measure of 2%. The symbols meas. and meas. are also used before parentheses to denote 
upper measure and measure. 

If two sets %, and %2, in R, and MR, respectively, enter into the same consideration, the 
symbol 9%; is understood to mean n dimensional upper measure and %2 to mean m dimensional 
upper measure. 

A definition of the integral here used is given below. 

t Lectures, II, § 363, 2. 


= 
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is called an outer associated set of 2, and it has been proved that , is measur- 
able and meas. = W.* 

The following is the Pierpont definition of an Z-integral. Let rn) 
be defined over 2. Let D be a division of % into separated cells d,, dz, --- 
d, +--+ of normd. Lett 


M,=Maxfind, and m, = Minfind,. 


ym, d, 


are called the upper aad lower sums of f over Y& for the division D. Since f is 
limited in %, Max Sp and Min Sp, with respect to all finite and enumerably 
infinite separated divisions of %, are finite. We call them respectively the 
lower and upper L-integrals of f over UA and write 


Max Sp = fs, Min Sp -{ 1. 


In case these two have a common value we denote it by 


fs 


which we call the L-integral of f over U. 


Then 


S> = Md, and Sp 


2. SEPARATED SETS AND SEPARATED FUNCTIONS 


TueoreM 1. Let A,, «=1,2,3--+ be separated parts of A. Then 
D = Dv{A,} is also a separated part of A. 

Since A, is a separated part of %, there exist measurable enclosures, D, 
and E,, of A, and & — A, respectively, such that Dv{D,, E,} is a null set. 


D = Dv{D,} which is measurable by Lectures, II, § 361. Also, 
A-—-DSU{E,}, 


which is measurable by Lectures, II, § 359. Any point common to Do{D,} 
and U{E,} lies in some Dv{D,, E,}. But we have seen that all such sets 
are null sets and consequently their union is a null set. We have thus enclosed 
®D and % —®D in measurable enclosures whose common points form a null 
set, and hence, by definition, D and Y — D are separated parts of Y. 
TueoreM 2. Let A,, «= 1,2,3-++ be separated parts of A. Then 
U{A,} is also a separated part of U. 
Let A — A, = C,. Since the sets A, are separated parts of %, so are the 


* Lectures, II, § 369. 
+ The notation Max f is Pierpont’s; it means the least upper bound of f. Similarly for 
Min f. 
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sets C, and consequently, by Theorem 1, Dv{C,} is a separated part of %. 
Hence U{A,} = &A — Dv{C,} is a separated part of A. 

THEorEM 3. Let f(a1,-++- an) be a separated function defined over X. 
Let M and N be two numbers chosen at pleasure, but so that M=N. Then 


the set of points at which 
M=f=N 
forms a separated part of A. 
Casel. M=WN. To fixideaslet M=N=x>0. Let 


Bi < Bo < =k 
and 

Bi > Bz > Bs =k. 
Then Dv{%,,, Xs*} is the set for which f = x, and by Theorem 1 this is a 
separated part of 

Case2. 0O=M<WN. Theset for which M =f < Nis Do{A,,, A — Az, }, 
6, = M, 6B. = N. This is a separated part of &% by Theorem 1. By case 1, 
the points at which f = N form a separated part of 21. The present case is 
then proved by Theorem 2. 

Case 3. M < Substitute a for 8 in proof of case 2. 

Case4. M<O< WN. The set for which M <f < Nis 


Dv {A Qe M, B N, 


which is a separated part of 2{ by Theorem 1. The remainder of the proof 
of this case is similar to that of case 2. 

TueorEeM 4. Let Y= B-C. Let {A, B} be a separated division of A. 
Then the points of 8 for which the corresponding sections of A and B are not 
separated form a null set. 

Let A, and B, be outer associated sets of A and B respectively. Let 
D = Doi A., B.}. By Lectures, Il, § 372, meas. D = 0. Let the sections of 
D corresponding to points of B be E. By Lectures, II, § 418, 


meas. D = [ E =0. 
8 


Therefore E is a null function. Hence, by Lectures, II, § 402, 2, the points 
of B for which E > 0 form a null set N. By Lectures, II, § 372, It represents 
those points of 8 for which the corresponding sections of A, and B, are not 
separated. But the points of $ for which the corresponding sections of 
A and B are not separated = Nt, and form, therefore, a null set. 

THeorEeM 5. Let A = B- € be L-iterable with respect to B which lies in 
r-way space R,. Let {A, B} be a separated division of XU. Then A and B 
are also L-iterable with respect to their projections on R,. 


Let A = B, - C and B = %,-D. Let C and D be defined for each point 


Z 
| 
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of 8 by setting them equal to zero for points of 8 which are not points of B, 
and B» respectively. Let %., A., and B, be outer associated sets of A, A, 
and B respectively, and ©,, C,, and D, be the respective sections of these 
sets.* By Lectures, II, $376, _ 

A+B =4%, 
and by Theorem 4, 


€=C+D, 


except possibly at the points of a null set in 8. Therefore 


(1) 4+B-%= [7+ 
by Lectures, II, § 394, 1. ~ 7 
Now let %, be enclosed in an n-dimensional cube whose projection on §R, 
isqg. Let C, = 0 for points of q which are not points in the projection of A., 
and D, = 0 for points of q which are not points in the projection of B,. Then, 
by Lectures, II, § 415, 


(2) [ D= D.=B. 
q vs 


These with (1) and Lectures, IT, § 401, give 


B= D. 


Tueorem 6. Let A and B be parts of A and Y= A+B. Then A and B 
are separated parts of X. 

Let U., A., and B, be outer associated sets of 2%, A, and B respectively. 
Evidently the sequences of standard e,-enclosures determining these sets 
may be so chosen that A, and B, contain no points not in Y%,.. Hence 


A,+ B, — Doi A., 
Using Lectures, II, §§ 336 and 369, 2, we have 
= meas. [A. + B, — Dv{ A., B.}]. 


But, by Lectures, II, §§ 369, 2 and 358, the sets in the square brackets are 
all measurable, and we have 


= A + B+ meas. Do{ A., 


Hence, by hypothesis, meas. Dv{ A,, B.} = 0, and consequently, by Lectures, 
II, § 372, A and B are separated sets and separated parts of Y. 


* Notice that €, is not necessarily an outer associated set of € in the usual sense. A similar 
remark applies to C, and D,. 
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3. SEPARATED SETS AND SEPARATED FUNCTIONS IN THE 
THEORY OF L-INTEGRATION 


TueoreM 7. Let f(21, tn) 20 be L-integrable in A. Then the inte- 
grand set & is a separated part of any enclosing ordinate set S. 

The ordinates of which S is composed are of constant length 7. The func- 
tion 1 — f = 0 and is defined over %. It, in turn, defines an integrand set 9’, 
which may be considered as being the set S — &. It is evident that 


= meas. (S — 3), 


These relations, with Lectures, II, §§ 394, 4 and 405, give 


fi- = = meas. (8 - 9). 


Hence, by Theorem 6, & is a separated part of S. 

TueoreM 8. Let f (a1, an) be L-integrable in UX. Then f is a separated 
function in 

First let f =0. Designate by S an enclosing ordinate set of the integrand 
set ¥. Let and Sz, be the respective sets of and S whose (n+ 1)th 
coérdinate is equal to 8. Since, by Theorem 6, $ and S — $& are separated 
parts of S, the sections %, are separated parts of S,, except possibly for a 
null set N of values of 8, by Theorem 4. Let b be an arbitrary but fixed value 
of 8. Then there exists a sequence of values of 6 


Bi < Bo < B3--- 


none of whose values lie in Jt. Herice each %g, is a separated part of S,, 
and consequently %,,, which is the projection of %g,, is a separated part of I, 
which is the projection of S,,. As each %,,,=%,,, each point of % lies 
in D = so that 

=D. 
Also, as in the demonstration of Lectures, II, § 424 

=D. 


% =D. 


Hence 


But, by Theorem 1, D is a separated part of 2%. Therefore Y%, is also a 
separated part of %. But Y%, is the set of points at which 


Since b was arbitrary f is a separated function by definition. 
The case where f is of unrestricted sign may now be proved as in the demon- 
stration cited above. 
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I now state a theorem which is a further generalization of a theorem proved 
by W. H. Young.* I have proved the theorem, for a slightly less general 
case, in a former paper.t The proof as there given, with obvious changes, 
applies here. 

TueoreM 9. Let f(a, +++ an) be a separated function in A such that 
O=f<M. Thenf is L-integrable in UX and 


rf de. 


Corotiary 1. Let f(a, +++ an) be a separated function in A such that 
—-N<f=0. Then f is L-integrable in and 


rf Y, da. 
0 


Corouiary 2. Let f be a separated function of both signs such that 
—-N<f<M. 


Then f is L-integrable in A and 


M : 
fs rf %,d8—R | da. 
0 


TuHeoreM 10. Let f(a, an) be a separated function in A= B-C. 
Then f is a separated function in each € belonging to a point of B , except possibly 
for the points of a null set N. 

Consider first the case where f= 0. By Theorem 7, the integrand set ¥ 
is a separated part of any enclosing ordinate set S, and hence, by Theorem 4, 
each section (a), corresponding to a point x of B, is a separated part of 
S(a), except possibly for the points of 9. Consider some arbitrary but 
fixed €(2),x2 notin. Suppose that f is not a separated function in this C. 
The set B of values of 8 for which G, is not a separated part of € is such that 
either, 1°, B = 0 or, 2°, B > 0. In the second case, by Theorem 4, % (2x) 
is not a separated part of S(2) which is a contradiction. Consider now the 
first case. Let b be a point of B. Then we may choose a set of values of B 


Bi < < B3 


such that no @, lies in B. But then, as in the proof of Theorem 8, ©; is a 
separated part of ©, which is a contradiction. Thus €, is a separated part 
of € for each 8, which proves our theorem in this case. 

It is obvious that, if f is a separated function in Y, it may be proved that 


*On upper and lower integration. Proceedings of the London Mathe- 
matical Society, ser. 2, vol. 2 (1904), pp. 52-66. Also, On the general theory of 
integration. Philosophical Transactions, vol. 204 (1905), pp. 221-252. 

t On the continuity of a Lebesgue integral with respect to a parameter. American 
Journal of Mathematics, vol. 36 (1914), p. 387. 
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f minus a constant, is also a separated function in &. Hence, if f is of both 
signs, we may choose a number C such that f+ C20. This function is 
then a separated function in Y% and consequently in each € except those corre- 
sponding to points of Jt. Hence f is also a separated function over these 
sections. 

1. Let f(ai, +++ an) be L-integrable in A. Then f is L- 
integrable in each © belonging to a point of B, except possibly for the points 
of a null set N. 

TueoreM 11. Let f(a1, +++ an) be a separated function in A= B-C 
which is L-iterable with respect to ®. Let 6 denote those points of B for which 
f is a separated function over the corresponding sections ©. Then 


(1) fa-J 


Let us first consider the case where f = 0. As f is limited, we have 
O=f<M. 

As 8 ranges from 0 to M the field U%, ranges from Y% to zero. Let Dv{ WM, , C} 
be denoted by €,. For points of 8 which are not points of the projection 
of A, set €, = 0. Then €, is defined over a field A = B- (0, M) and in 
turn defines a certain integrand set &, resting on A. Let S be an enclosing 
ordinate set of ¥. Denote S — ¥ by Q’. Let the points of &, 9’, and S 
corresponding to some @ of the interval (0, M), or to some point 2 of B, 
be ¥(B), 3’(B), S(B) and B(x), S(x) respectively. S consists 
then of a set of ordinates of length / erected on A, or it may be considered 
as a set of ordinates of length M erected on B = B-/.* Thus the pro- 
jection of any S(@) on B is B itself. 

Let us first show that for any 8, arbitrary but fixed, and (8) 
are separated parts of S(8). By hypothesis, %, is a separated part of %. 
Then, by the last step in the proof of Theorem 5, and using Lectures, II, 
§ 405, we have 


(2) - = 3(6). 
But & may also be considered as the integrand set of an auxiliary function 
F defined over ¥(8 = 0) and such that the set of points at which F = 
is that part of (8 = 0) which is the projection of %(8) on B. Since 
¥ (8) and 9%’ (B) are separated parts of S (8) it is evident that F is a separated 
function in ¥(8 = 0). Hence, by Theorem 9 and Lectures II, § 405, 
M_ 
3) r=f 
o/ \(B =0) 7/0 
and hence, by Theorem 7, and &’ are separated parts of S. 


* We may denote, for convenience, the points as well as the length of a section of B, corre- 
sponding to a point of B, by l. 


| 
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For any point x of 8, C, is a monotone decreasing function of 6 in (0, M) 
and has, therefore, a Riemann integral, and 


M 
(4) = 302), 
0 
by Lectures, II, §§ 381, 2 and 405. By Lectures, II, § 404, 


Hence S is L-iterable with respect to 8. But & is a separated part of S 
and therefore, by Theorem 5, is also L-iterable. Hence 


= 


This with (4) gives 

M 
(5) 
by Theorems 9 and 10. Equations (5), (3), and (2) give 


Pa 


Applying Theorem 9, we obtain (1), and our proof is complete for this case. 

We may now prove the theorem for a function of unrestricted sign, in a 
similar manner, by using Theorem 9, Corollary 2, or by using a method similar 
to Lectures, II, § 422. 

For any section ©, corresponding to a point of 6, the upper integral, the 
lower integral, and the integral of f over € are identical. For points of 8 — b, 
f may not be integrable over the corresponding sections ©. However, f has 
an upper and a lower integral over these sections. Since, by Theorem 10, 
8 — 6 is a null set we have from (1) and Lectures, II, § 380, 2: 

THEorEM 12. Let +--+ be a separated function in A =B-C 
which is L-iterable with respect to®B. Then 


TuHeoreM 13. Let f(a, +++ xn) be defined for the points of A=B-C 
and such thatO0 <pSf<M. Let 


Then f is a separated function in A and A = B - C is L-iterable with respect toB. 
We have already proved in Theorem 8 that f is a separated function in Y. 
It remains to show that 


=z 
=z 
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(1) 6. 


Under Theorem 11 it is only the left hand equality in equations (2) that 
depends upon the fact that % is Z-iterable. Using the same notation as in 
the proof of that theorem, we have, from Theorem 9 and equations (5), (3), 
and (2) under Theorem 11, 


(2) 


Also by Theorem 9 and Lectures, II, § 381, 2, 


M 
fr=rf i, ds = ds. 


By hypothesis, this relation with (2) gives 


M_ M 
f dB = f {& dp, 
or 
oM M 
(3) fous f ai, ds = 


As in Theorem 5, equation (2), 


(4) X= ai, = 


Suppose that the inequality sign holds in the first relation of (4). Then (3) 


gives 
M M 


But, by the second relation of (4) 


M 
f A, as = {& dg, 


which is a contradiction. Hence the equality sign holds in the first relation 
of (4), which proves (1). 

Imagine the unit interval divided into two non-measurable Van Vleck sets,* 
% and v2. The following examples violate the conditions of Theorem 11 or 
of Theorem 13. As a consequence the conclusions of those theorems do not 
hold for these examples. 


* Loc. cit. See also Lectures, II, § 366. 


| 
| 
| 
| 
| 
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Let f 


lforziny,OSy=1, 


Example 1. 


In this example f is not a separated function in A. 
Example 2. Let f =1forzinyn,OSy=1, 
= 


f 


Here % is not L-iterable with respect to S. 
Example 3. Letf = 
Oforriny,lSy=2. 


Here f is equal to zero at certain points. 
with respect to B. 
Example 4. Letf 
for zin m, 75 Sy 
—lforrinyn,1<y 
—lforrinn,1); 


ff 


Hence % is not L-iterable with respect to B. 


Hence 


WESLEYAN UNIVERSITY, 
MIDDLETOWN, ConN., 
April, 1914. 


As a consequence % is not L-iterable 


1 
6? 
i}. 
mm, 
= lig, 1%. 


INDEPENDENT GENERATORS OF A GROUP OF FINITE ORDER* 


BY 


G. A. MILLER. 


1. INTRODUCTION 


A set of operators 81, 82, ---, 8, belonging to the group G of finite order 
g is called a set of independent generators of G provided that these \ operators 
generate G but no A — 1 of them generate G. Sets of independent generators 
can generally be selected in a large number of different ways when the group 
G is given. When G is abelian it is always possible to select these sets in such 
a manner that the group generated by any number of the operators of any 
set has only the identity in common with the group generated by the rest of 
the operators of this set, but when G is non-abelian it is not always possible 
to select such a set of independent generators, as results directly from the 
properties of the quaternion group. 

The term independent generators has been used mainly in reference to 
abelian groups. Hence it has been commonly used with the restricted meaning 
that the group generated by any number of a set of these generators has only 
the identity in common with the group generated by the rest of those in the 
same set. Under this restricted definition Frobenius and Stickelberger proved 
the very useful theorem that the number of these independent generators is 
an invariant of the group whenever the group is abelian and has an order which 
is some power of a prime number.{ It has recently been proved that the 
number ) is also an invariant of the group under the general definition given 
above even when the group of order p”, p being any prime number, is non- 
abelian.t When d = 1, G is clearly cyclic, and hence this case offers few dif- 
ficulties. When \ = 2 and each of the operators 81, s2 is of order 2, G is 
dihedral, but the general case when \ = 2 seems to present many difficulties.§ 

The value of \ can clearly not exceed the number of prime factors of g. 
In case ) is equal to this number, G must be solvable. A number of other 
properties possessed by all such groups were developed in a recent article 


* Presented to the Society at Chicago, April 3, 1915. 

jJournalfiir Mathematik, vol. 86 (1879), p. 219. 

1G. A. Miller, these Transactions, vol. 16 (1915), p. 21. 

§ Cf. H. Hilton, An Introduction to the Theory of Groups of Finite Order, 1908, p. 233. 
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published in the Proceedings of the National Academy of 
Sciences, volume 1, 1915, page 241. From these developments it is 
easy to deduce the following theorem: A necessary and sufficient condition that 
a group G contains at least one set of independent generators composed of as many 
operators as there are prime factors in the order of G is that each of the Sylow 
subgroups of G is abelian and is generated by a set of operators of prime order 
each of which is transformed only into powers of itself by every Sylow subgroup 
whose order is a power of a smaller prime number. 


2. GROUPS WHOSE ORDERS ARE POWERS OF A SINGLE PRIME NUMBER 


If g = p”, p being any prime number, the maximum value of \ is m, and 
when \ = m, G is the abelian group of type (1, 1, 1, ---). When 
\ = m — 1 and G is abelian then all its invariants except one are equal to p 
while this one is equal to p?. On the other hand, when G is non-abelian and 
X = m — 1, the commutator subgroup of @ is clearly of order p since this 
subgroup is contained in every subgroup of G whose index is p. As the pth 
power of every operator of G must also be contained in every subgroup of 
index p it results that G cannot involve any operator whose order exceeds p’, 
and, if it contains operators of this order, each of them must generate the 
commutator subgroup of G. This follows directly from the well-known the- 
orem that the quotient group of any group of order p™ with respect to the cross- 
cut of all its subgroups of index p is abelian and of type (1, 1,1, ---). 

It is not difficult to complete the determination of all the non-abelian groups 
of order p™ which have m — 1 independent generators. In fact, every non- 
invariant operator of such a group G has exactly p conjugates since the com- 
mutator subgroup of G is of order p. Hence such an operator s; is commutative 
with every operator of a subgroup H;, of index p. Let s2 be any operator of 
G which is not contained in H,. The subgroup of index p composed of all 
the operators of G which are commutative with s. has p”~ operators in 
common with H,. These common operators form a group K; composed of 
all the operators of G which are commutative with both s; and s.. If K; is 
abelian it is the central of G. If it is non-abelian we can determine two of its 
operators 83, #4 in exactly the same manner as s; and s2 were determined in G, 
and thus arrive at a subgroup K2 of order p”™~* which is composed of all the 
operators of G which are commutative with each of the four operators 


81, 82, 83, 84. 

If Kz is also non-abelian this process can be continued until we arrive at 
a subgroup K, of order p”™~** which is the central of G. When this central 
involves no operator whose order exceeds p, and m > 2a + 1, G is clearly the 
direct product of a group of order p***' having a central of order p and the 
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abelian group of order p™**! and of type (1, 1, 1, ---). When this 
central involves operators of order p* it must be of type (2, 1, 1, ---), 
and G is the direct product of a group of order p***? , whose central is the cyclic 
group of order p*, and the abelian group of order p”~**~ and of type (1, 1, 
1, ---) whenever m > 2a + 2. 

When p > 2 all the operators of order p contained in G constitute a subgroup 
of index p whenever G involves at least one operator whose order exceeds p. 
The independent generators of this subgroup can be selected in the manner 
employed to select those of G. If none of the operators of order p” is contained 
in the central of G there must be an operator of order p’, contained in G , which 
is non-commutative with some operators in the central of the subgroup 
composed of all the operators of G whose orders divide p, but which is com- 
mutative with every non-invariant operator in a set of independent generators 
of this subgroup. Hence the following theorem has been established: If a 
non-abelian group of order p™, p > 2, contains a set of m — 1 independent 
generators then these generators can be so chosen that at most one of them has an 
order which exceeds p and that each of them is commutative with at least m — 3 
of the others. 

From what precedes it results that when m > 3 there are exactly three 
non-abelian groups of order p”, p > 2, which have a set of m — 1 independent 
generators and a central of order p”~*. When m > 5 there are three more 
such groups having a central of order p”™™“‘, etc. In general, if m is even the 
number of the groups of order p”, p > 2, which have a set of m — 1 inde- 
pendent generators is 3(m — 2)/2+1. When m is odd the number of 
these groups is 3(m —1)/2. One of these groups and only one is abelian. 

When p = 2 and G involves a non-invariant operator s; of order 2 all the 
operators of G which are commutative with s; constitute a subgroup of index 2. 
Half of those operators of G which are not contained in this subgroup are of 
order 2 and the rest are of order 4. In fact, all the products obtained by 
multiplying s; into these operators must be contained among them, and if s; 
is multiplied into such an operator of order 2 or 4 the product will be respec- 
tively of order 4 or 2. Hence s; and any one 82 of these operators of order 2 
will generate the octic group. Every operator of this octic group is commuta- 
tive with every operator of the group generated by the remaining independent 
generators of G if these generators are selected from the subgroup K, of index 
4, composed of all the operators of G which are commutative with each of the 
two operators 31, 82. 

If the subgroup K, contains an operator s3 of order 2 which is non-invariant 
it must also contain another operator s4 of order 2 such that s3 and s4 generate 
the octic group and that each operator of this octic group is commutative 
with all the operators of a subgroup K2 of order 2”~* contained in K;. Hence 
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it results that G contains a subgroup K, of order 2"~** which involves all the 
invariant operators of order 2 and hence the commutator subgroup of G, 
and that G can be obtained by extending K, by means of a octic groups. When 
K, is non-abelian all its non-invariant operators are of order 4 and have a 
common square. Hence K, is Hamiltonian, and it must therefore be the direct 
product of the quaternion group and an abelian group of type (1,1,1,---) *. 
When K, is abelian it is either of type (1,1,1,---) orof type(2,1,1,---). 
Hence the following theorem has been established: If a non-abelian group of 
order 2” has a set of m — 1 independent generators and is not Hamiltonian it can 
be formed by extending successively by means of an octic group, having its commu- 
tator subgroup in common with the group already obtained and having each of its 
operators commutative with every operator of this group, one of the following 
three groups: the Hamiltonian group of order 2°, the abelian group of type 
(1,1,1, +--+), the abelian group of type (2,1,1,---). 

When m = 3 the quaternion and the octic group are the only two non-abelian 
groups, and they have m — 1 independent generators. When m > 3 there 
are evidently three and only three groups which have m — 1 independent 
generators and also the four-group for their group of inner isomorphisms. 
The numbers of operators of order 4 in these three groups are respectively 
+ When m > 5 there are also three such groups 
whose group of inner isomorphisms is of order 16. When m > 7 there are 
three additional groups whose group of inner isomorphisms is of order 2°, 
etc. Hence it results that the number of the groups of order p” which have 
m — 1 independent generators is independent of the value of p. That is, 
the number of the groups of order p™, p being any prime number, which possess 
a set of m — 1 independent generators is either 3(m — 1)/20r3(m — 2)/2+1, 
according as m is odd or even. 

From the method explained above it results directly that when K, is abelian 
and of type (1, 1, 1, ---), all the operators in the set of m — 1 indepen- 
dent generators selected in the given manner are of order 2 and that the 
number of the operators of order 4 in G is given by the formula 


Ni Qm—2 + 9 Qm—4 + 92 Qm-6 + + Qm—2a Qm—a—l | 


When K, is the abelian group of type (2, 1, 1, ---), a set of independent 
generators can be so chosen that all of these m — 1 operators, with the exception 
of one, are of order 2, and the number of the operators of order 4 in this group 
is equal to 2””'. Finally, when K, is the Hamiltonian group a set of m — 1 
independent generators can be so selected that only two of them are of order 
4, and the number of the operators of order 4 in this group is given by the for- 
mula 


*G. A. Miller, Paris Comptes Rendus, vol. 126 (1898), p. 1408. 
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Ng + + + +2 2 +a -3-2 


= + Qm—o—2 


The category of groups for which K, is the abelian group of type 
(2,1,1, -++) can be defined by the fact that it is composed of all the non- 
abelian groups of order 2” which contain a set of m — 1 independent generators 
and contain also invariant operators of order 4. All groups of this category 
are conformal with abelian groups, but no group belonging to one of the other 
two categories can be conformal with an abelian group as results directly 
from the formulas giving the number of operators of order 4 in such groups. 
From what precedes it is clear that the groups of order p” which involve a 
set of m — 1 independent generators constitute elementary infinite cate- 
gories of groups whose groups of inner isomorphisms are abelian, of type 
(1,1,1,---), and have orders which are even powers of p. The last named 
fact is also a special case in reference to the group of inner isomorphisms of a 
metabelian group whose commutator subgroup is cyclic.* 

If a group G of order a power of p is generated by two operators of order 
p, its commutator subgroup must be cyclic when p = 2. For all larger values 
of p this commutator subgroup may have an arbitrarily large number of inde- 
pendent generators. To prove this fact, let s1, 82, ---, 8, be a set of inde- 
pendent generators of the abelian group of order p* and of type (1,1,1,---). 
Let ¢; and t, be two operators of order p in the group of isomorphisms of this 
abelian group, such that ¢; is commutative with each of the given independent 
generators having an odd subscript, and transforms each one of those with 
an even subscript into itself multiplied by the one having the next higher odd 
subscript; while f, is commutive with those having an even subscript and 
transforms each of the others into itself multiplied by the operator bearing the 
next higher subscript. The only exception to this rule is that s, is commu- 
tative with each of the operators t; and t2. If = syt,, it results di- 
rectly that ¢; and f, generate a group of order p**®, which has the given 
abelian group for its commutator subgroup. Hence the following theorem: 
There is no upper limit for the possible order of a group of order a power of p 
which can be generated by two operators of order p. When p = 2 the commutator 
subgroup of such a group must be cyclic, but when p is odd there is no upper limit 
to the number of possible independent generators of such a commutator subgroup. 


3. SUBSTITUTION GROUPS OF DEGREE 


If a transitive substitution group of degree n possesses a set of independent 
generators composed of transpositions it must be primitive since a trans- 
position cannot interchange two or more systems of imprimitivity of an im- 


*Cf. W. B. Fite, these Transactions, vol. 3 (1902), p. 342. 
Trans. Am. Math. Sec. 27 
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primitive substitution group. From this fact and from the well-known theorem 
that a primitive group which involves a transposition is symmetric it results 
directly that a necessary and sufficient condition that a transitive substitution 
group contains a set of independent generators composed of transpositions is that 
it is the symmetric group. The number of the substitutions in a set of inde- 
pendent generators, composed of transpositions, of a transitive group of 
degree n is therefore always n — 1, and one such possible set is as follows: 
(a; a2), (143), +++, (Gian). 

When the order of a substitution group G is not a power of a prime number it 
is often possible to select two or more different sets of independent generating 
substitutions of G in such ways that the number of the substitutions in these 
sets is not the same. We proceed to prove that every possible substitution 
group of degree n contains at least one set of independent generators which 
does not involve more than n — 1 substitutions. For small values of n it is 
easy to verify this theorem directly. If the theorem were not universally true 
there would be some smallest value of n > 2 such that at least one substitution 
group K of degree n would not involve a set of independent generators com- 
posed of less than n substitutions, but every substitution group of degree 
n’ <n would contain at least one set of independent generators involving 
no more than n — 1 substitutions. 

It is evident that K could not be intransitive; for, if it were intransitive, each 
of its transitive constituents could be generated by a smaller number of sub- 
stitutions than its degree, and hence K itself could be generated by less than n 
substitutions. If K were imprimitive one of its sets of k systems of imprimi- 
tivity would be permuted according to a substitution group of degree k which 
could be generated by less than k substitutions. The invariant subgroup of K 
corresponding to the identity of this substitution group could not involve 
a transitive constituent whose degree would exceed n/k. Hence this sub- 
group could be generated by a set composed of no more than n — k different 
substitutions. From this it results directly that K could be generated by 
less than n substitutions which is contrary to our hypothesis. Finally, if K 
were primitive its subgroup composed of all its substitutions omitting a given 
letter would be maximal. As this subgroup could be generated by a number of 
substitutions which does not exceed n — 2, K could be generated by a set 
involving at most one more substitution. This completes a proof of the 
theorem: In every possible substitution group of degree n there is at least one set 
of independent generators which does not involve more than n — 1 substitutions 
of the group. 
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ON THE ZEROS OF THE FUNCTION, P(x), COMPLEMENTARY TO 


THE INCOMPLETE GAMMA FUNCTION* 
BY 
CHARLES N. HASKINS 


INTRODUCTION 


The problem of locating the real zeros of the functiont P (2), defined by 
the definite integral 


1 
0 


or by the series 


has been studied by Bourguett whose results may be stated as follows: 
The function P(x) has no real zeros save in the intervals 


—2n<a<—2n+3 


n=3,4,5--:- 


in each of which it has at least one. 

The close relation of P (2) to the gamma function, i. e., ! (2) = P(x) + 
integral transcendental function, and the fact that P (x) is involved in certain 
functions used for the representation of statistical frequency distributions,§ 
make it desirable to complete Bourguet’s results. 

In this note I prove that the function P(x) has at most two real zeros in 
each of the intervals 


n=3,4,5, 


and consequently complete Bourguet’s theorem so that it reads: 
The function P(x) has no real zeros save in the intervals 


* Presented to the Society, January 2, 1915. 
7 Prym, F. E., Journal fiir Mathematik, vol. 82 (1876), pp. 165-172. 
t Bourguet, L. Acta Mathematica, vol. 2 (1883), pp. 296-298. 
§ Charlier, C. V. L, Meddelande fran Lunds Astronomiska Ob- 
servatorium, no. 26 (1905), p. 6. 
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—2n<2x<—2n+}3, —2n+3<2< —2n+1, 


in each of which it has exactly one. 

The proof depends upon an extension of the well-known theorem of Budan- 
Fourier. This extension though noticed by Stern* and Laguerret and 
recently considered by Hurwitz,f appears not to have been employed in 
the literature to an extent commensurate with its merits. 

1. The extended theorem of Budan-Fourier. In the interval a=Sx=b 
let f (2) have at each point a finite derivative of order N and let this derivative 
be of constant sign in the interval. Then the extended theorem of Budan- 
Fourier states that 

The number of real roots of the equation f(x) = 0 which lie in the interval 
a <x <b cannot be greater than the excess of the number of alternations of sign 
in the sequence 


over that in the sequence 
f(b), f’(b), f(b), 


If the number of roots 1s not equal to this excess it falls short thereof by an even 
number. 

The extended theorem may be proved by a method very similar to that used 
for the more restricted and usual form. The extended theorem is particularly 
useful in studying functions of the form f(z) = d(x) + @n(2), where 
¢n(2x) is a polynomial of degree n and ¢(2) is a function whose Nth deriva- 
tive, N > n, is of constant sign in the interval under investigation. 

2. Reduction to the interval 0 <2<1. The function P(z) satisfies 
the difference-equation§ 


eP(x+1)=aeP(x)-1. 
If we consider the interval — 2n < x < — 2n +1 and put z = — 2n+ 06 
P(z) = P(—2n+6), 0<6<1. 
Successive applications of the difference equation then give 
{eP (0) + Wan1(8)} 
Wen (0) 


*Stern, M.A., Journal fir Mathematik, vol. 22. 

{ Laguerre, E.. Acta Mathematica, vol. 4 (1884), p. 114. 

t Hurwitz, A, Mathematische Annalen, vol. 71 (1911), pp. 584-591. 
§ Prym, loc. cit., p. 167. 


eP(x) = eP(—2n+ 08) = 


n=3,4,5,-°>, 
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where 
u,(0) = 
and 


Wi(8) = 1+ wi(O) + we(O) +--+ + we(8). 


Since we, (8) is obviously of constant sign in the interval 0 < @ < 1 the 
zeros of P(— 2n +6) lying within the interval 0 < 6 <1 are identical 
with those of the function 


Ron (0) = eP (0) + 


which lie within the same interval. 
Now since 0 > 0, we may use the integral representation of P (6): 


1 
P (6) - [oma 


and may differentiate the definite integral under the sign. Hence 


= -f et 


Consequently (0 <@=1) is of constant sign (— 1)’. Since 
Wen-1 (0) is a polynomial of degree 2n — 1, 
wert? =0, s2=0, 


and therefore 
Rt? (0) = eP@t 


is of constant sign (—1)* in 0<@2=1. We may therefore apply the 
extended theorem of Budan-Fourier to the function Re,(@) and need con- 
sider only those derivatives of Re, (@) whose orders do not exceed 2n. 

3. Certain properties of the polynomials w;(0), W,(@). In order to 
apply the theorem of Budan-Fourier to the function Re, (@) we need informa- 
tion as to the sign and magnitude of the functions W; (@) and their derivatives 
at9=1. 


To this end we prove that 
W,(1) =1, 


(1) = (— 1)*,7 lersk; 


W(1) = 
Since 
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we (8) = (8 —1)(8—2) (8—K), 

we may put 

we = O* — + + + (—1)¥ ao, 

where the quantities a;, are evidently positive integers,* and in particular 


k(k +1) _ (k= 1)k(k +1) (3k +2) 


2 24 


akk = Qk, k—1 


As W;,(@) is a polynomial of degree /, let us assume 
Wi (0) = Axx O® — + + (— 1) An OH +(—1)* Ano. 
Since 
= 1+ wi(O) + we(O) + + wee + wei (8) + we (8), 
we have 
= + + we (8), 
Wi(0) = (0) + wee (9) 
Wi(0) = (0) + wee (0){P — 2(k —1)0+ (k — 
whence 


(k —1)(k +2) 
= + (hk — + — 1) + 


(k —3)(k — 2)(k—1) (8k —4) 
24 


= 2(k — 1) + = 


1+(k—1)*+ 


= + — 1)? + — 1) + 


Ax.2 = Aj_2,2 (k 1)? Ap—2,2 + 2 (k —1 ) + Ak—2,05 
Ax = + (k — 1)? + — 1) 
Axo = + (k — 1)? 


From this we see at once that the quantities A, are positive integers. 
Ax,x = 1, and evidently if k= 3, Axx-1 and are greater than 3. 
Also 

Aso > 


* They are, in fact, the well-known factorial coefficients or Stirling’s numbers of the first 
kind. 


{ 
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Now 
W;(0) = @ — 50 + 96 — 4, 


W,(0) = 6 — 90° + 300 — 416 + 20. 
Hence we have 


Ay, = 1, Ary >3>€6, k=3, r=k-1. 
From the definition of w; (6) and W;,(@) we obtain 
we(O+1) = 


+1) =1+ 
from which we have 


= Win(O) 


(0) + OW (0), 


1) 


4 1) - (9) Lowe 
7k(9 +1) = (0); 


and therefore, since 
WP (0) = (—1)*" (r!), 
W,(1) = 1, 
Wi(1) = Wian(0) = 
W, (1) = 2Wi- 1° (21), 


Il 


= (k—- 1) — Agr, {(k — 1)!}}, 
WP (1) = (0) = Kl. 
From this we have at once the desired relations 
Wi(1) =1, sn WP(1)=(-1)", 1srsk; WP(1) =&!. 
Since >3 >¢, —2, we have also 
IWP(1)|>e- (rl), lsrsk-1. 


4. Certain properties of P(@). Since 
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l 
P(0) -{ ett dt, 


P (8) = (— 


P(1) =1-e', 


P’(1) = fom a = li(e) — C* 


and 


it follows that 


eP(1) =e —1 = 1.71828 ---, 
eP’(1) = —e{C — li(e")} = — 2.16538 ---, 
sgn P (8) = (—1)’, 
ri<lePRl<e(r!), <r. 
As @ approaches zero P“™ (@) becomes infinite of sign (— 1)’. 


5. Application of the extended theorem of Budan-Fourier. Consider now 
the function 


Ron = eP (6) + Won1 (6) 
and its successive derivatives 


R:, (0), Ry, (8), (0). 


When n has been fixed we can assign a positive quantity A which shall exceed 
the maximum of the absolute value of the polynomial W2,_,(6) and that of 
the absolute value of each of its derivatives in the interval0O =@=1. We 
may then take so small that |P™(0@.)|> A, Evidently 
Re, (@) has no roots in the interval 0 = 60 = @. 

The signs of the terms of the sequence 


*Here li(e) is the integral-logarithm, and C is Euler’s constant, 0.57722---. Cf. 
Nielsen, Theorie des Integrallogarithmus, pp. 2, 11, 89. 
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r! 1\)}" avy 1\)" 
{n(3)} f { m(+)| dt <{ dti=r). 
Hence 
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are then evidently the same as those of the sequence (of 2n + 1 terms) 
P (00), P’(00.), +++ Pe (A), (6), 


and these are alternately positive and negative. There are therefore 2n alter- 
nations of sign in this sequence. 

On passing to the other end of the interval we have 

Ron (1) = eP (1) + Won-1 (1) =-+ é,; 

Rin (1) eP’(1) + Wen-1 (1) + { Aon2,0 2.16538 i, 


| Pp” 1 | 
= eP"(1) + Win (1) = — any, 


_e|P(1)| 
! 


rl 


(1) = eP® (1) + WEP (1) 


e| (1)! 
= Aon—2,2n-3 (2n 2)! (2n 


= (1) + W =— (2n —1 —1)!, 


(1) = eP@ (1) = + 


Now ifn 2=3,2n —224. Hence 
(1 
but 
e| | 


Hence the sequence of signs in 

(1), REP (1) 


As compared with the sequence of signs at 0 = 0) we see that this sequence 
has lost two alternations and only two, namely, one between R and R’, and 
one between and R&-», 


Hence Re, (6) can have at most two zeros in the interval 6) = @ = 1 and 
therefore at most two in the interval 0 < @ <1. 
Therefore P(x) can have at most two zeros in the interior of the interval 
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—2n<2< —2n+1; 


which is the theorem to be proved. 


DartTMoutTH COLLEGE, 
December 14, 1914. 
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GROUP PROPERTIES OF THE RESIDUE CLASSES OF CERTAIN 
KRONECKER MODULAR SYSTEMS AND SOME RELATED 
GENERALIZATIONS IN NUMBER THEORY* 


BY 


EDWARD KIRCHER 


The object of this paper is to study the groups formed by the residue classes 
of a certain type of Kronecker modular system and some closely related gen- 
eralizations of well-known theorems in number theory. The type of modular 
system to be studied is of the form Jt = (m,, Mri, ---, ™,, m). Here 
m, defined by (m1, mz, «++, mx), is an ideal in the algebraic domain 2 of 
degree k. Each term m;, i = 1, 2, ---, m, belongs to the domain of in- 
tegrity of Q; = (Q, 21, x2, +--+, and is defined by the fundamental system 
WP). The various =1, 2, ---, ji, are rational 
integral functions of x; with coefficients that are in turn rational integral func- 
tions of 21, %2, +++, 2-1, with coefficients that are algebraic integers in@. In 
every case the coefficient of the highest power of 2; in each of the y shall be 
equal to 1. We shall see later that the developments of this paper also apply 
to modular systems where the last restriction here cited is omitted, being re- 
placed by another admitting more systems, these new systems in every case being 
equivalent to a system in the standard form as here defined. Any expression 
that fulfills all of the conditions placed upon each y? with the possible ex- 
ception of the last one, we shall call a polynomial, and no other expression 
shall be so designated. This definition includes all of the algebraic integers 
of 2. Throughout this paper we shall deal exclusively with polynomials as 
here defined. 

The first part of this paper will contain the introduction with the necessary 
definitions and a discussion concerning the factoring of the system Jt. The 
second section will then be devoted to setting up necessary and sufficient con- 
ditions that a set of residue classes belonging to Jt form a group when taken 
modulo Jt. In the third section we shall study the structure of such a group 
with respect to groups belonging to certain modular factors of Jt, besides 
a * Preliminary report presented to the Society, Chicago, April 10, 1914. 
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deriving a few related theorems. Section four will then be devoted to a general- 
ization of a number of well-known theorems in number theory by means of the 
definitions and results of the preceding sections. Several theorems of this 
last section have already been generalized by Hensel* and Landsbergt for 
the case that n = 1 and Q is the rational realm. Other articles upon which 
this paper is based or to which it is closely related are due to the above, 
K6nig,t and Hancock§ for the purely number theoretic point of view, while 
papers by Serret,|| G. A. Miller,{ Georg Wolff,** and A. Ranum{j represent 
the application of group theory to the problem in question. G. A. Miller in 
particular has proved two theorems for the rational realm whose generalization 
for the realm ©, gives us the fundamental theorems of the second and third 
sections. 


I. THE MODULAR SYSTEM Jt AND ITS RESIDUE CLASSES 


Gauss, the founder of the theory of congruences, and Schoenemann carried 
on independent investigations{t concerning the properties of congruences of 
the form; (2) = fe (a), mod p, where f; (2) and f2 (x) are rational integral 
functions of x with rational integral coefficients and p is a rational prime. 
Dedekind§§ extended some of these properties to the modular system (y,p), 
where y is a rational integral function of x with rational integral coefficients 
and p is a rational prime. Serret did considerable work along this line for 
the case where y is irreducible modulo p. Among other things he has shown 
that whenever this happens all the residue classes of (y, p), excepting the 
one containing 0, form a cyclic group modulo (W,p). Cauchy!|||| had already 
studied some of the group properties of residues belonging to the rational 
integer m taken as modulus, but very little progress was made until Tanner] { 
studied the group of totitives, or residues less than and prime to m. Besides 


*Hensel, Crelle’s Journalfiir Mathematik, vol. 119 (1898), pp. 175-185. 
See also vol. 118 (1897), pp. 234-250, and vol. 119 (1898), pp. 114-130. 

Landsberg, G6ttinger Nachrichten, 1897, pp. 277ff. 

t K6nig, Theorie der Algebraischen Grészen, pp. 351-361, 401ff. 

§ H. Hancock, AmericanJournalofMathematics, vol. 24 (1901), pp. 39-60 

|| Serret, Cours d’Algebre Supérieure, third edition, vol. 2, § 345, § 363. 

q G. A. Miller, Archiv der Mathematik und Physik, vol. 15 (1909), pp. 
115-121; Annals of Mathematics, ser. 2, vol. 6 (1905), p. 49; American. 
Journalof Mathematics, vol. 27 (1905), pp. 315ff. 

** Georg Wolff, Gruppen der Reste eines beliebigen Moduls im algebraischen Zahlkérper, 
Diss. Giessen, Géttingen, W. Kaestner, 1905. 

tt A. Ranum, these Transactions, vol. 11 (1910), pp. 172-198. 

tt Gauss, Werke, Gottingen, 1876, vol. 2, pp. 21ff.; Schoenemann, Crelle’s Journal 
fir Mathematik, vol. 31 (1846), p. 269, vol. 32 (1846), p. 93. 

§§ Dedekind, Crelle’s Journal, vol. 54 (1857), pp. 1-13. 

\\|| Cauchy, Ezercices d’analyse et de physique mathématique, vol. 3 (1844), p. 233. 

q{ Tanner, Proceedingsof the LondonMathematicalSociety, vol, 
20 (1888-89), pp. 63-83. 
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those mentioned in the preceding paragraph other papers giving extensive 
results from the standpoint of group theory have been published by Bachmann,* 
Weber,} and Zsigmondy.f Attention may also be called to a paper by E. H. 
Movre.§ 

We shall now give some necessary definitions. Let us write 


= (mz, M1, m1, mM). 


Hence I; = (m;, M1), and in particular M, = M, and My, =m. We 
know that in a given domain a Kronecker modular system defined by the 
polynomials (M,, M2, ---, M;) is composed of the totality of linear forms 
T; M, + M2 + + 7: Mt, where the various 7’s range over all the 
polynomials of ourdomain. Hence it follows that if a polynomial f is congruent 
to zero, mod Pt;, it can be expressed as a linear form 7; y\? + --- + 7; yi? 
+---+T7;,Y? + a polynomial congruent to zero modulo M;;. Such 
a polynomial f we shall often designate by F (Mt;). As all of the 7’s may be 
zero it follows that every F(m), F(t), ---, F (M1) is also a F(M;). 
A polynomial contained in the domain Q; but not in Q;_; shall always be 
considered as a rational integral function of x; whose coefficients are con- 
tained in 2:1. It is evident that while every y“? is a F (M;), it is not a 
F (M1) because the greatest common divisor of its coefficients is equal to 1, 
that being the coefficient of the highest power of x; by definition. Two poly- 
nomials f; and f2 shall be said to be congruent with respect to the modular system 
M:, i. e., fi= fe modulo M;, if there exists an equation f; = fo + F(M;). 

All polynomials that are congruent to one another when taken modulo QM; 
form a residue class with respect to this modulus, and as any two differ from 
each other by some F (;), it follows that in our group considerations and 
congruences we can represent a residue class by any one residue (i. e., poly- 
nomial) belonging to it and chosen to represent it. This representative residue, 
which we shall usually designate by f, shall always be chosen in such a manner 
that its degree in 2; is less than the degree in 2; of each of the y’s that define 
m;. The norm of It:, written N (Mi; ), shall be defined as being equal to 
the number of residue classes belonging to Jt;. This norm is evidently a finite 
number. It may be mentioned that if none of the defining y¥’s of mi41, 
Miso, Mn in M are of a higher degree than the first in 
respectively, the corresponding residues must be of degree 0 in these unknowns 
* Bachman, Elemente der Zahlentheorie, 1892, p. 57. 

t Weber, Algebra, vol. 2, 1896, p. 60. 


tZsigmondy, Monatsheftefiir Mathematikund Physik, vol. 7 (1896), 


pp. 185 ff. 
§E. H. Moore, Bulletin of the American Mathematical Society, 


ser. 2, vol. 3 (1897), p. 372. 
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and belong to the system of residues of J2;. In particular, if every y used in 
defining the various m;, i = 1, 2, ---, m, is of the first degree, our residue 
classes are identical with those of the ideal m. 

We shall say that the modular system Jt contains the modular system J’ 
whenever every used in defining m, Mn, is a F (M’). If in 
addition there exists a third modular system J’ such that for any F (M’) 
and for any F (Qt’’) we always have F (M’) F (M’’) = F (Me), Mt is defined 
as equivalent to the product of Mt’ and M’”’, or M = M’ M’”. In general two 
modular systems are equivalent if every linear form of one system is also a 
linear form of the other. The equality sign shall be used to denote equivalence. 
Here 2’ is a modular factor of M, and W’’ is its complementary modular factor, 
while I contains both Pt’ and Mt’. If there exists no modular factor of M 
excepting J itself and unity, Mt is said to be an irreducible modular system. 
If M contains no modular system besides itself and unity it is called an ab- 
solute prime modular system. Such a system we shall usually denote by $. 
Two modular systems 2’ and Mt” shall be defined as being relatively prime 
to another if the modular system (’ , Nt’) whose defining elements consist 
of the defining elements of Nt’ and M?’”’ is equivalent to the unit system (1). 
Similarly a polynomial f is relatively prime to the system Jt if the system 
(f, M) obtained by adjoining f to the defining elements of Mt is equivalent 
to (1). Two polynomials f; and f2 in the unknown 2; with coefficients that are 
polynomials in the domain Q;_; are said to be relatively prime modulo 2t;-1 
whenever the system defined by (fi, fe, Dti-1) is equivalent to (1). Since 
no defining element of Yt:_, contains the quantity 2; and it is assumed that 
M1 + (1), it follows that this implies the relation f’ f; + f” fe = 1, mod 
M1, where f’ and f” are two polynomials in the domain Q;. Making use of 
a well-known fact in the modular theory already proven by Kronecker* we 
have the following equivalence 


(I) (M, Mi, Me, Me) 


(M’ M”, Mi, ---, Me) 
(M’, Mi, Ms) (M", My, Me) 


whenever M = M’ M”, mod (M,, ---, Mz), and (M’, M”’) =1, modulo 
(M,, Mz, ---, M;,), i. e., the factors M’ and M” are relatively prime, mod 
(M,, Mz, ---, Mz). Hence the two factors on the right hand side of (I) 
are relatively prime, which condition can also be expressed by saying that 
they cannot both contain any absolute prime modular system in common. 
In the following paragraph we shall speak of breaking up 


Mt = (Mya, Mp1, M1, m) 


* Kronecker, Festschrift, Crelle, vol. 92 (1882), p. 78. Kénig, Algebraische Grészen, 
p. 356. 
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according to the principle (I), although each of the m; contains a number of 
defining elements, while in (I) each of the M’s was merely a single polynomial. 
The two cases, however, are essentially the same, for each m; may be thought 
of as standing merely for the aggregate of its defining elements y. Then 
when m; is factored modulo some modular system as in the next paragraph we 
must think of the factoring as being applied to only one of these elements 
Y;, while each of the others will occur in both of the relatively prime factors 
on the right hand side. 

If the ideal m is equal to the product pt p%* - -- p? --- p?, where the various 
p; are distinct prime ideals, it follows from (I) that we have 


M =I (m,, m1, 5 


i. e., Mis a product of modular systems of a type that we shall define by R 
where any Xt is a modular system whose last defining term m is of the form p*. 
The factorization of m, in any one of the systems obtained above depends 
only upon the p* term, since none of the m;, 7 = 2, 3, ---, m, is contained in 
Q,. Let us suppose that the greatest possible number of factors, prime ea h 
to each, into which m, can be factored modulo »*, is equal to r; and that we 
have = 41,191,2 Here each qu, ; is defined by a set of 
defining elements ({1, f2, ), where is a factor of y”, 
mod p*. Moreover qi,; cannot be broken up into relatively prime factors, 
mod p*, by the principle of (I). By applying (I) to each of the systems R 
obtained above we get in each case a decomposition of the form 


= (m,, maa, +++, me, 5, = 


Continuing in a similar manner we have in general 


Rin (Mn, Mp1, Weeds Ge. 5 Qs p*) 
j= 


It is evident that no two modular systems of the type Rt; obtained by factoring 
M can have the same set of defining elements (q;, qi-1, ---, 1, ~*), from 
which it follows that the various 9; are all relatively prime to each other. We 
shall define = (q:, Gi-1, G1, so that MR; = (my, Mir, 
In®;, Qi, mi, q:, ete., the subscript 7 simply indicates the type of the modular 
system or term. When we wish to distinguish between two systems ot the 
same type a second subscript or an accent will be used. From what precedes 
we see that if we carry out the factoring of Jt into modular factors as far as 
possible we shall in every case arrive at a product R,-1 = [[%,, where 
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On = Rr. We shall always designate a system of type Q, by QD and call it 
a simple modular system because it cannot be further decomposed into rela- 
tively prime factors by means of (I). This, however, does not prevent it 
from breaking up into the product of a number of modular systems no two 
of which can be relatively prime to each other. In fact a simple modular 
system is either an irreducible modular system, or it is equivalent to the 
product of a number of irreducible systems no two of which can be relatively 
prime. By combining the various steps we see that Mt = [[Q, or M can be 
factored into a product of simple modular systems all relatively prime to 
another, and this can be done in essentially only one way. This last statement 
will become evident if we reflect that in apparently different factorizations of 
NM into simple factors there must always exist a (1, 1) correspondence between 
the simple factors of the two sets, such that each pair of corresponding modular 
systems are equivalent. Hence we have the theorem: 

THEOREM. A modular system IN can be decomposed into a product of simple 
modular systems, all relatively prime to each other, in one and, essentially, only 
one way. 

We shall now prove that a simple modular system can contain only one 
absolute prime modular system {. In order to do this we shall first prove our 
proposition for an irreducible system ©, which we shall define by 


If « = 1 and for every value of i each defining element ¢” of q; is an irre- 
ducible rational integral function of 2; when taken modulo (q:-1, qi-2, ---,?), 
our irreducible system is seen to be an absolute prime system. To prove 
our statement for any irreducible system © it will be necessary to give a gen- 
eralized version of a proof due to Schoenemann.* Let Q;_, be the irreducible 
modular system formed by the defining elements qi_1, qi-2, ---, p* of Q. 
Also let 3;; be one of the absolute prime systems contained in Q;;. Let 
us consider the totality of polynomials of degree s in zx; whose coefficients 
belong to Q;_; and are taken modulo O;_1, the coefficient of the highest power 
of x; always being 1. From this total pick out all of those that reduce to the 
same given polynomial f when taken modulo $;,. It is evident that the 
number of values of a coefficient of such a polynomial that are incongruent 
each to each, mod Q;_;, but reduce to the same value, mod $,_;, is the same 
no matter to what value, mod [;1, they reduce. Let K represent this number. 
It follows at once that the number of polynomials, incongruent each to each 
modulo O;-1, that reduce to f modulo $;_; is equal to K*. Let f break up 
into r distinct factors, mod $;1, any two of which are relatively prime to 


*Schoenemann, Crelle’sJournalfiirMathematik, vol. 32 (1846), pp. 93ff.: 
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each other with respect to $;1. Suppose that these different factors are of 
degrees 82, 8, respectively, where + +--- +8, Since 
the highest power of 2; in each of them has the coefficient 1, it follows that there 
are K" polynomials of degree s; incongruent modulo Q;_;, with the coef- 
ficient of x;' equal to 1 that reduce to the first of the factors of f, mod $,_;. 
Similarly there are K* for the second, etc., so that there are K‘ = K"K*---K* 
product combinations of these polynomials, incongruent each to each modulo 
O-1, that reduce to f modulo $;-1. Since no more than K®* iacongruent 
residues of O;-; can reduce to f modulo §;_; these product combinations 
evidently include all of the incongruent residues of O;-; that reduce to f, 
modulo $;1. Hence we have shown that any polynomial considered as 
having coefficients belonging to the residue system of OQ;_; that factors into 
r relatively prime factors modulo {3;_; must also factor into r relatively prime 
factors modulo Q;-1. Hence any polynomial that is irreducible modulo O,_; 
either is irreducible or is a power of an irreducible polynomial modulo $;_1. 
Let us now study the nature of the defining elements of 8. As it is an absolute 
prime modular system it follows at once that it must include p among its 
defining elements. As for the elements ¢{”, ¢%, ---, &, of q1, we know 
that none of them can factor into factors that are relatively prime, mod p*, 
for then it would follow by (I) that © could not be irreducible. Hence it 
follows from the preceding arguments that each ¢') must, mod p, reduce to 
some power of an irreducible polynomial &’. The system $ can contain only 
the first power of such a & as a defining element. With respect to an absolute 
prime modular system two irreducible factors are either relatively prime or 
identical, hence it follows that for each &, 7 = 2,3, ---, 71, we either have 
(8, 8, p) = (1), or &? =0, mod (&, p). If the former case occurs for 
any one of the &'’ our system §$ is equivalent to the unit system, if this 
is not the case the polynomials &), 7 = 2, 3, ---, ji, may simply be 
omitted from the list of defining elements. If the system thus obtained from 
p and ¢) is not equivalent to unity a similar method of reasoning may be 
applied to the elements ¢?, 7 = 1, 2, *--, je, of q2 in Q, these elements 
being reduced modulo the absolute prime modular system (£’, p). Here- 
after we shall write &° as £; when there is only one distinct polynomial of this 
type in the unknown 2. It is seen that $ either contains one irreducible 
polynomial £ as a defining element in the unknown 22, or $ = (1). Con- 
tinuing in this manner we can show that either 


or $ =(1). In either case we see that OQ can contain one and only one 
absolute prime modular system if (1) is counted as such a system. But if 
Trans. Am. Math. Soc. 28 


420 E. KIRCHER: [October 


$ = (1) it easily follows that Q = (1). We omit the proof. Moreover, 
it follows that all of these conclusions hold true for all simple systems, for a 
simple system © can at most be equal to the product of a number of irre- 
ducible modular systems no two of which are relatively prime. Since each 
of these irreducible systems can contain but one absolute prime system § it 
follows that all must contain the same system §, and therefore the simple 
system © can contain only this one system $$. Hence we have proven the 
theorem: 

THEOREM. A simple modular system 2, not equivalent to (1), contains one 
and only one absolute prime modular system ¥. 

From the preceding we see that when we break up a modular system J 
into its simple factors, a number of the systems Q obtained may be equivalent 
to (1). These are not to be looked upon as modular factors of © in the 
ordinary sense, their purpose merely being to enable us to build up 9 in its 
standard form as the product of simple systems © of standard form. 

Let us suppose that the polynomial f belonging to the residue system of J 
can be written asa F (QR). If M’”’ is a modular factor of I we shall define 
it as a common factor of f and M. If in addition we have IM = WM’ M”’ and 
(f, Mt’) = (1), we shall define M”’ as the greatest common divisor of f and M. 
It may be noticed that the word factor when used in connection with f simply 
means that f is a polynomial congruent to zero with respect to the modular 
system used in this connection. Moreover every modular factor of IM is 
equivalent to the product of some of the irreducible modular factors of M. 
We have defined f as being prime to 2% whenever (f, Pt) = (1). We shall 
define the total number of residue classes of the modular system 9 whose 
residues are prime to Qt as the totient of Mt, and designate it by @(M). 
There also exist modular systems Qt”’ that either are not factors of J at all, 
or in case they are, (Dt’, M’”) + (1). If such a system M” includes f 
among the polynomials F(Qt’’), where f in turn is not congruent to 0 with 
respect to any modular system J, that contains Pt” and is itself contained 
in MM, it follows that while (f, Pt) may be taken as being equal to Yt’ , this 
system is not to be considered as a greatest common divisor according to the 
definition given above. Whenever this happens we shall say that f and IM 
have a hidden factor in common, where it may happen that the hidden factor 
is not at all a modular factor of Pt. Here M?’”’ is equal to the product of those 
simple modular factors of Jt with respect to which f is congruent to 0, and of a 
number of simple and often irreducible systems each of which is contained in 
M, but none of them equivalent to a simple modular factor of J. It is this 
latter set of modular factors that comprise the “ hidden ” part of the common 
factor of f and J. The whole question may be summed up by saying that 
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whenever f and Jt have a hidden factor in common and (f, Mt) = M’, 
there does not exist a modular system J’ such that Mt = MY’ M” and 
(M’, M’) = (1). As an illustration we may cite the following example. 
Let Dt = (24 + 5x? + 22? + 7x, 9) = (229 + 4¢4+7,9) +1,9) (2,9), 
and f = 2° + 427+ 2. Heref is prime to (x + 1,9), has the factor (x, 9) 
in common with Jt, and while it is not a polynomial F (2? + 44 +7, 9), 
it is a F(2?+a2+1, 3), where (2?+2+1, 3) is the absolute prime 
system contained in (2?+42+7, 9). Hence the hidden factor is 
(2?+2+1,3), while M” = (2,9) (2? +241, 3) = (2° 32,9), 
If M is irreducible it follows that M’”’ is either equal to Mt, to (1), or contains 
a hidden factor. 

Whenever we shall speak of a necessary and sufficient condition that a set 
of residue classes belonging to I form a group, we shall always mean a maximal 
set, i. e. a set such that there exist no other residue classes belonging to M 
which when added to the set will cause the augmented set also to form a 
group modulo 9%. Such a group we shall for convenience sake designate as a 
maximal group. Certain subsets of a maximal set will form subgroups of the 
corresponding maximal groups. 


II. D£ETERMINATION OF CONDITIONS THAT A SET OF RESIDUE CLASSES FORM 
A GROUP 


We shall proceed to derive some theorems concerning necessary and sufficient 
conditions under which a set of residue classes may form a group. Represent 
each residue class of the modular system J by some representative residue. 
Let us exclude all residues with hidden factors. As we shall soon prove that 
these cannot belong to a group this exclusion does not affect the generality of 
the following arguments. It is at once evident that all residues belonging to 
any one group must have the same greatest common divisor with Jt. For 
let us suppose that f; and f. are any two residues belonging to the same group. 
From the definition of a group we know that there exists a residue X in such 
a group such that f; XY = fo, mod M. If OQ is a simple modular factor of 
(fi, M) that is not contained by (fe, Mt) , the above congruence does not hold 
modulo ©, one side reducing to zero while the other does not. Since this 
cannot be, (f:, Dt) and (fo, M) cannot differ. Hence the condition is 
necessary. 

Let us take the totality of representative residues f that have the same great- 
est common divisor with M, and designate this divisor by Jt’. From previous 
definitions it follows that there must exist a system J’ such that Mt’ M’”’” = Me 
and (M’, M’”) =1. The product of any two residues of our set gives a 
third one of the set. For if 


fife =fs, mod M, 
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be such a product, it follows that 
fife =fs, mod 
and as fife = 0, mod I”, we have 
fs =0, mod 


Moreover, f; has no other modular factor in common with J since it would 
then follow in a similar manner that either f; or fz would have to contain this 
factor, a fact contrary to hypothesis. In the second place the product of 
one residue of the set by all of the set gives back all, for otherwise there would 
exist at least one congruence of the form 


fife =fifs, mod M, 


from which follows 


(A) fi(fe —fs) =0, mod M. 
Since fz and f; both contain and Mt = Mt’ it follows that 
fe fs 0, mod mM”. 


As f; is prime to 2?’ it follows from (A) that we must have 


fe =0, 
and therefore 
fe =fs, mod M, 

which is contrary to assumptions. Hence we must get back the whole set 
of residues. Since.the associative and commutative laws of multiplication 
hold our residues form an abelian group of finite order. Our group is maximal 
because it contains all residue classes whose residues have the greatest common 
divisor I” with M. 

We shall now prove that representative residues with hidden factors do not 
belong to groups. If f were such a residue and belonged to such a group, it 
would have to repeat itself if raised to a sufficiently high power, mod MM, 
and therefore also modulo every simple modular divisor of Jt. Let Q be 
one of those simple modular factors of Jt that contains a system OQ’ that is 
a hidden factor of f. If © is defined by (qn, Gn—1, «++, G1, ~*) We can write 
the following descending sequence of modular systems contained in Q: 


(qn; Qn—1, ***» G2, M15 
y*), 


= X21 4 
Ve 
Qs 
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- Gn-15 yp’), 
= Gn—15 G2, M1, P) 
= (Qn, G2, 9); 


where £@ is the highest common divisor, mod », of all the defining elements 
of qi- 


Qk (Ga, --+,&,p), 


Let O, designate the first modular system in this sequence that is contained 
in Q’, and let us write 


By our assumptions f = 0, mod O,, and f #0, mod O,,,¢=1,2,°-:, 
rt — 1, the existence of these congruences being based upon the fact that f 
isa F(), but nota F(Q). From the nature of the above sequence it is 
at once evident that f? = 0, mod OQ... In a similar manner we see that 
fi = (f?)? =0, mod O,_2, etc., so that there must exist some power of f, 
either f?” or a lower power, that is congruent to 0, mod O,,. Let f® be this 
power of f. It follows that all higher powers of f, beginning with f°, are 
congruent to 0, mod O,,. Since this was not true for f itself, we see that f 
cannot repeat itself when raised to powers modulo Q,_, in general and modulo 
© in particular. Hence f cannot belong to a group and we have proven the 
theorem: 

THEOREM. A necessary and sufficient condition that a set of residue classes 
belonging to the modular system M form a maximal group is that (1) these residue 
classes contain all polynomials having the greatest common divisor IN’ with M; 
(2) there exists a modular system I’ , relatively prime to Mt" , such that M =M’M?’’. 
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When 3” = (1) we have the residues prime to Mt. This group we designate 
as the It group of totitives. 

We shall proceed to restate this condition in another form. It is evident 
that if we have a maximal set forming a group modulo M, that this set must 
also form a group with respect to every modular factor of Jt. On the other 
hand, if we pick out any largest possible set of residues, mod Jt, such that 
the residues of the set form a group with respect to every simple modular 
factor of I, this set must also form a maximal group modulo Jt. For if 
f; and f, are any two of the set, their product, which we may denote by fs, 
must also be in the set, for in the contrary case there would exist at least one 
modular factor of Jt with respect to which our set does not form a group, which 
is contrary to assumptions. Again the product of one residue of the set into 
all the residues of the set gives back the whole set, mod I. If this were not 
the case at least one product would have to be repeated, let us say 


fife =fifs, mod M. 


This congruence must also hold for every simple modular factor Q of M. 
Since, however, our set forms a group with respect to each of these factors, 


it follows from the definition of a group that for all values of 2 we have 
fo =fs, mod Q. 


But a congruence that holds for every simple modular factor of It also holds 
modulo J%.* As this contradicts our assumption it follows that no product 
can be repeated. Hence our statement is proven and we have the theorem: 

THEOREM. A necessary and sufficient condition that a set of residue classes 
form a group modulo M is that they form a group with respect to every simple 
modular factor of It. This theorem does not state quite as much as the pre- 
ceding one, but will be found useful later on. 

Let us now consider the total number of possible maximal groups. By the 
first theorem of this section no two maximal groups can have the same unit 
operator. Asa group can have but one unit operator it follows that the number 
of maximal groups belonging to Mt is equal to the number of unit or idempotent 
operators found in a complete set of representative residues. This number is 
evidently equal to the number of possible values of Dt”, where Pt = MP’ Me” 
and (M’, WM’) = (1). Since M?”’ is equal to the product of a number of 
simple modular factors Q of M, this is equal to the number of possible com- 
binations of the different simple modular factors of IM, first taken one at a time, 
then two at a time, etc., until finally all are taken at once, besides the case 
when J” = (1). This number we know to be 2*, where X is equal to the 
number of simple modular factors in Jt. Hence we have the theorem: 


ws Konig, Algebraische Grészen, p. 355. 
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TuHeoreM. The residue classes of the modular system IN contain 2° maximal 
groups, where d is equal to the number of distinct simple modular factors of M. 

We shall now see that the restrictions we imposed upon our modular system 
in the opening paragraph of this paper are not as great as it may seem. Let 
us consider the defining elements yi”, ¥{?, ---, 4? of m;. As long as only 
one of these y’s, say y\, has the coefficient of the highest power of 2; equal 
to 1 our developments evidently hold, for any defining element ¥” of which 
this is not true can be replaced by the defining element y\” + y,” whenever 
the degree of is greater than that of and by + when the 
degree of y” is greater than that of y/\”, the « being so chosen that the degree 
of at y\ in 2; is greater than that of y. The question now arises what 
conditions must the various y fulfil so that we can always, if necessary, 
replace the defining elements of m; by an equivalent set with at least one de- 
fining element y’ whose highest power of x; has the coefficient 1. By the first 
theorem of this section we saw that all residues of t;_, that are prime to this 
system form a group modulo Jt;-1. We may now consider the coefficients 
of the various y5” of m; as being taken modulo M;-1. If the coefficient of 
the highest power of 2; of one of these defining y’s, say y\”, is relatively prime 
to M1, there exists a residue modulo Yt; that when multiplied into this 
coefficient gives 1, mod 9t;_;. Let us multiply 4” by this inverse to the 
highest coefficient of y\°. Modulo 92:1 we now have a y; that has the coef- 
ficient of the highest power of x; equal to 1. But it is also evident that if we 
replace our old defining element of, m; by this new one, the m; is not changed 
and the same is true of 2%. Hence we have proven the following: 

THEOREM. Any modular system fulfilling the conditions laid down in the first 
paragraph of this paper with the exception of the one concerning the coefficients of 
the highest powers of the various x; in each of the different 5 being equal to 1, is 
equivalent to a system IN of standard form as there defined if every one of the vari- 
ous m; in the system under consideration contains at least one defining element y” 
such that the coefficient of the highest power of x; in this y; is relatively prime to 
the modular system (m1, Mi-2, «++, 11, mM) contained in the system under 
consideration. 

It is evident that all of the developments of this paper hold for all systems 
fulfilling the conditions just stated. Since each of these systems is equivalent 
to a system in the standard form we shall always replace each system by a 
system equivalent to it and in the standard form. 


III. COMPOSITION OF A MAXIMAL GROUP BELONGING TO Jt 


We shall now proceed to study the structure of any maximal group belonging 
to M. Let us take the group G whose operators f have with Mt the greatest 
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common divisor (f, Mt) = where Pt = Me’ and (M’, = (1). 
Also let us suppose that we can factor J% in some other way, let us say 
M = where (M1, Me) = (1). Let us write MY’ = Mi and 
M” = MY Me , where Mi = Mi MY and M, = MMs. Let fi,7 =1, 2, 
-++,N (Mt), bea complete set of representative residues of I2,. Similarly let 
=1,2,--+,N (Me), bea complete set of representative residues of 
Since (Mi, Me) = (1), it follows that there is at least one defining element ¢’ 
of 2; that is relatively prime to Dte, and similarly at least one defining element 
¢” of M. that is relatively prime to Pt,. Let us write down the N (Mt) 
polynomials of the form ¢” f; +1, 7 =1, 2, ---, N(M,). These are all 
incongruent modulo Yt, , for if two were congruent it would follow from this 
congruence which we shall denote by 


Atle mod 
and since ¢” is relatively prime to Qt, it follows that 
fi=fz, mod M,, 


which is contrary to assumptions. Hence the polynomials ¢” f, +1, 
7 =1,2,---, N(Mtz1), constitute a complete set of representative residues 
modulo 9%;. Similarly we can represent a complete set of residues of te 
in the form ¢’f; +1,7=1,2,---, N(M:). If we multiply each poly- 
nomial of the complete set of the ¢” f, + 1 into each one of the set ¢’ f; + 1 
the resulting products are all incongruent modulo 9%. For suppose that two 
of these products are congruent, let us say 


+1) = ("fk +1) +1), mod M. 


Since this congruence also holds modulo Nt; and ¢’ = 0, mod Yt,, it follows 
that 


that we have 


+1, mod M1, 
and therefore 


fi = mod . 


In a similar way we see that our congruence reduces to f; = fz , mod Me. 
Since our two products are not composed of the same factors we see that they 
cannot be congruent modulo Jt. Since every residue of YP? must be congruent 
to some £” f, + 1 modulo Qt; and to some ¢’ f;’ + 1 modulo Mz, it follows that 
it must be congruent to their product modulo I, and we see that this set of 
products gives us a complete set of residues modulo J%. We shall make use 
of this fact later on. 
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Now let us pick out of the total set ¢’’ f; + 1 all of those residues that have 
the greatest common divisor Jt) with M,. Similarly pick out all those of 
the set ¢’ f; + 1 whose greatest common divisor with Dt. is Mz. The first 
of these selected sets forms a group modulo Qt; by the first theorem of the 
preceding section, while modulo J; it forms a group of order one because all 
of its operators reduce to 1. Hence this selected set must also form a group 
modulo Jt by the second theorem of the preceding section. A similar argu- 
ment holds for the second selected set. The products obtained by multi- 
plying the elements of one group into the elements of the other group modulo Mt 
must all have with It the greatest common divisor Nt” , for (Mi , Mz ) = (1). 
Moreover it is evident that no product can be formed such that it has the 
greatest common divisor Jt’’ with Mt unless it is formed by the product of 
two elements belonging to those two groups. Hence it is seen that we can 
represent a group G of residues belonging to Jt and such that its operators 


all satisfy the condition (f, Dt) = M’”’, where Mt = Mt’ Mt” and 
(M’, (M” = (1), 


as the direct product of two groups of residues simply isomorphic to the groups 
to which the residues of G reduce modulo the systems JN, and Nt. respectively, 
where It = Hii Me and (Ht, Me) = (1). Hence we have the theorem: 

THEOREM. Any maximal group G of residues belonging to the modular system 
M = Mi Me, where (M1, Me) = (1), is the direct product of two groups simply 
isomorphic to the groups obtained modulo M, and Mte when the operators of G are 
taken modulo these two systems. 

Each of the two systems 2t; and tz may again be broken up into two factors 
that are relatively prime to another, and it may be shown that our group @ 
taken modulo is the direct product of four groups simply isomorphic to the 
groups obtained by taking the operators of G modulo these factors of Dt, 
and Qt2, which is necessarily true because G depends upon the groups to which 
its operators reduce modulo J; and Pt. , and these groups in turn depend upon 
the four groups mentioned. Continuing to divide up the factors of I in this 
manner until we reach the simple modular factors Q we see that we have shown 
the following theorem to hold: 

THEOREM. A maximal group G belonging to the modular system IN is the 
direct product of groups simply isomorphic to the groups obtained when the opera- 
tors of G are taken modulo the various simple modular factors of M. 

Let us suppose that the operators of G all have the greatest common divisor 
M” with M, where M = MM”, and (M’, M’”’) = 1. Every simple modular 
factor of Mt is necessarily a factor of M’ or of MM’. If it is a factor of MN?’ the 
residues of G give only an operator congruent to zero, i. e., a group of order 
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one, modulo this simple factor. If it is a factor of Mt’ we have the group of 
totitives of this factor when taking the operators of G modulo this factor, for 
otherwise by retracing our steps we could show that whenever this is not the 
case our group G is not maximal modulo Jt. Hence G is the direct product 
of groups simply isomorphic to the product of the groups of totitives of the 
various simple modular factors of Jt’ and groups of order 1 corresponding to 
the simple factors of J2’’. Since these latter groups can exercise no influence 
upon the structure of the abstract group formed by the product of the groups 
of totitives mentioned, it follows that we have proven the theorem: 

THEOREM. The maximal group G formed by the residue classes of the modular 
system IN whose representative residues have with M the greatest common divisor 
MM”, where M = MY’ IM” and (M’ , M’’) = (1), is the direct product of groups 
simply isomorphic to the groups of totitives of the various simple modular factors 
of M’. 

Since the group of totitives of M’ is also the direct product of groups simply 
isomorphic to the groups of totitives of the various simple modular factors of 
MM’ we have at once the following theorem: 

THEOREM. Any maximal group belonging to the modular system M is simply 
isomorphic to the group of totitives of some modular factor of M. 

We shall now state a theorem whose proof is based upon the following 
two facts. In the first place any modular system contained in J is equal to 
the product of simple modular systems each of which is in turn contained in 
one of the simple modular factors of J. Secondly the group of totitives of 
a simple modular system Q contains as a subgroup a group simply isomorphic 
with the group of totitives of any modular system contained in Q. The 
former of these statements is self-evident, while the latter follows from the 
fact that every quotient group of an abelian group is simply isomorphic to a 
subgroup of the same group. From this there follows the theorem: 

TuHEorEM. The group of totitives belonging to the modular system IM contains 
as a subgroup a group simply isomorphic to any group of residue classes belonging 
to M or to any modular system contained in M. 

Our problem has now been reduced to one dealing with the groups belonging 
to a simple modular system QQ. Such a system can have but two maximal 
groups. One of these is of order 1 and contains the 0 as its only operator, 
while the other one is the Q group of totitives of order ¢(0), where ¢ (Q) 
represents the number of residue classes whose representative residues are 
prime toQ. The question of determining the structure of this group is rather 
difficult and wil) not be solved. We shall, however, determine its order 
¢ (2) and some of its properties. 

Let us first confine ourselves to the case where © is an absolute prime 
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modular system $. We know that the congruence 


Ayo X" + A, +A, =0, mod 


where Ay + 0, the A’s being polynomials, cannot be satisfied by more than 
n polynomials.* All the representative residues belonging to § are relatively 
prime to $, excepting the 0. Let f be any one of these. Since it belongs to 
the group of totitives it must repeat itself when raised to powers. Let 7 
designate its order. The polynomials f, f?, ---, f7 = 1 are all incongruent. 
Let o represent any one of the numbers 1,2, ---,7. Then 


(f7)? -1=0, 
This congruence is of the form 
XA" —1=0, mod f, 


and cannot have more than n solutions. Since f, f?, ---, f? satisfy this con- 
gruence it is evident that no other representative residue of $ candoso. Let 
6 be the order of f?,¢0 = 1,2,--+-,7. Now do necessarily is a multiple of 7. 
If r is prime to o we have 6 = 1, ctherwise if w is the greatest common divisor 
of and 


(f7)"* = =1, mod §, 


so that f’ is of lower order thanf. As there are but ¢ (7) integers of the set 
1,2, ---,7, that are prime to 7 it follows that there are but @ (7) residues 
belonging to our representative set modulo § that are of order rt. Hence the 
$ group of totitives can have but one subgroup of order 7, where 7 is the order 
of any operator in the group. Hence it follows at once that our group is 
cyclic. Since 0 is the only representative residue of { that does not belong 
to this group we have its order equal to ¢($) = N(P) —1. But the 
value of N (3) is equal to [ N (p) ]***°", where B = (£n, En-1, «++, &1, 9), 
and £; is of degree e;.f Hence it follows that N ($) is of the form p**, 
where p is the rational prime divisible by p, and N(p) = p*. Therefore 
we have proven the following theorem first given by Serret for the case that 
§ = (£1, p), and Q is the rational realm: 

All the residue classes of an absolute prime modular system 3 with the exception 
of the one containing the 0, form a cyclic group of order 


Let us again as in section II write a descending sequence of modular systems 
beginning with © and ending with §, the absolute prime system contained 


* Konig, Algebraische Grészen, p. 413. 
{ Konig, Algebraische Grészen, pp. 403-404. 
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in Q. Since Q is simple it follows that every operator in the © group of 
totitives is relatively prime to every modular system in the sequence. Write 
down the group of totitives of each of the modular systems in our sequence. 
Set off in each of them, excepting the case of $ , the subgroup composed of all 
the operators that reduce to 1 when taken modulo the next system in the 
sequence. For $ take the whole group of totitives. It now easily follows 
that the operators of the Q, group of totitives can be obtained by multiplying 
together, mod OQ, , the operators of the O,,: group of totitives and the subgroup 
of the Q, group composed of those operators that reduce to 1, mod 0,4. 
For in the first place no two such products are congruent, mod ©, for if this 
were the case and we had 


a; by a2 be, mod 


where a; and az are operators of the O,,: group of totitives, and b; and be 
are operators of the OQ, group that reduce to 1, mod ©,,1, it would follow that 
the above congruence would reduce to a; = a2, mod 0,41, so that a; = a. 
Hence we have a; b; = a; b2, mod O,, and therefore b; = b2, mod O,, for 
a,, and are all relatively prime to and therefore operators in the 
group of totitives. Hence b; = b2, and we see that to be congruent modulo 
©, such products must be identical. The entire ©, group of totitives reduces 
to the O,,; group of totitives when its operators are taken modulo 0,41. The 
number of operators that reduce to any given operator of the ©,,: group is 
evidently the same in all cases, and is equal to the order of the subgroup of the 
QQ, group used in forming these products. Hence the order of the OQ, group 
of totitives is equal to the product of the order of the 0,4: group of totitives 
and the order of the subgroup of the Q, group composed of the operators that 
reduce to 1, mod Q,,;. This holds for all systems in the sequence, beginning 
with Q, excepting {, the latter case having been considered in the last the- 
orem. Hence the order of the © group of totitives is equal to the product of 
the orders of the various subgroups in the different OQ, groups composed of 
operators reducing to 1 modulo the next lower system, multiplied into the 
order of the { group of totitives. We have already determined the order of 
the latter group, and shall now proceed to determine the orders of the subgroups 
in question. 

By assumption we have for any operator f in the subgroup chosen from 0, 
that f= 1+ F(0,41:). Raising f to powers we can write 


(1+ =1 +¢° F (O,41) + F’ (Q,). 


The order of f, mod Q,, is determined by seeing when o - F (0,41) is an 
F(Q,). We know that ©,,; and ©, differ only in that the former has a 
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defining element £° , while the latter has £;*', and so it follows that ¢ - F (0,41) 
is an F (Q,) only when a is divisible by », the ideal included among the 
defining elements of 2,. Obviously the lowest integer divisible by p is the 
rational prime p contained in N(p). Hence f is of order p, mod Q,. Since 
f was any operator of this subgroup except the identity, it follows that all 
operators of this subgroup, with that exception, are of order p and that the 
order of the subgroup is a power of p. A few subgroups at the head of the 
sequence may have to be considered separately, namely in case a power of p 
higher than the first is the last defining element of the modular system in 
question. It is evident, however, that if a power of » is not a factor of p, 
then the lowest rational integer of which a power of ) is a factor is a power of 
p. Hence the order of the subgroups belonging to the first systems in the 
sequence must also be a power of p. Hence all of our subgroups have orders 
that are powers of p. Since the $ group of totitives is of order p* — 1, 
where \ = € €1 -** €n, it follows that we have the theorem: 

TueorEeM. The order ¢(22) of the group of totitives of a simple modular 
system 2 is of the form p*(p\—1). The subgroup of order p* —1 is a 
cyclic group. 

Another expression for this order will be given in the next section. 

The question of determining the basis and invariants of the subgroup of 
order p* will not be taken up, being considerably more difficult, as has already 
been stated. It has been partially solved by Georg Wolff when a Weber 
“ funktional ” is taken as modulus, while A. Ranum has solved it completely 
for the case in which © is an ideal in a quadratic realm. 


IV. SOME GENERALIZATIONS IN NUMBER THEORY 


The results obtained in the preceding sections give rise at once to a number 
of generalizations of some very well-known theorems in number theory. 
To begin with, the fact that the representative residues prime to any modular 
system 9t form a group of order ¢ (JY) gives us at once the following general- 
ization of Fermat’s theorem: 

THEOREM. Whenever f is a residue of the modular system IN that 1s prime to 
then we have =1, mod M. 

When we multiply a complete set of representative residues of the modular 
system 9% into a residue prime to that system we must get back a complete 
system. For suppose that fi is prime to 2%, and that the two products f; f2 
and f; fz are congruent, mod Jt. From this we havefi (f2 — fs) = 0, modM, 
and as (f1, Dt) = (1) it follows that fo — fs = 0, mod Mt, which cannot be 
if fo and f; are distinct representative residues of It. Hence we have: 

THEOREM. When a complete residue system of the modular system It is 


| 
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multiplied by a residue prime to this modular system we get back the whole system. 

The corollary of this theorem concerning the reduced residue system follows 
at once from the group property of the residue classes prime to IN. 

From a theorem of the preceding section we have that the order ¢() 
of the $ group of totitives is of the form p* — 1, where p divides N (p), p 
being a defining element of 2. If p = 2, (8) is odd, and as the product of 
all the operators of a cyclic group of odd order gives us the identity, it follows 
that if p = 2 the product of all the operators of the $ group of totitives is 
congruent to 1, mod J, and therefore also congruent to — 1, for —1=1 
modulo 2, and therefore modulopor If p>2,¢(%)iseven. From group 
theory we have that the product of all the operators of a cyclic group of 
even order gives the operator of order 2. Since — 1 is the operator of order 
2 for any group of totitives of 3 where N (p) is not a power of 2, it follows that 
our product is again congruent to — 1 modulo {.- Hence we have the fol- 
lowing generalization of Wilson’s theorem: 

Tueorem. If be an absolute prime modular system, and fi, fo, fay 
a complete system of residues prime to this modular system, then 


fife +1=0, mod f. 


This theorem has already been proven by H. Hancock for the system $ as 


here defined. 


In proving one of the theorems in section three we saw that it is possible to 
obtain a complete system of representative residues of the modular system Jt 
by multiplying together the complete systems of representative residues of 
two systems Jt’ and MN” , provided that M = Me’ M’”’, and (M’,, Mt’) = (1), 
whenever the last two sets of representative residues were properly chosen. 
From this we have at once the theorem: 


THeorEeM. M = Mi’ M’’, where (M’, M’’) = (1), we have 


N(M’) = N(M’) N (M’). 


By breaking up both Qt’ and M?’’ into relatively prime factors and con- 
tinuing until simple modular factors of It are reached we can prove the 
following theorem: 

THEOREM. The norm of the modular system M is equal to the product of the 
norms of its simple modular factors. 

Now suppose that we have Dt = Mt’ Mt’ M’” --- M”, where all of the 
different factors of Yt are relatively prime to another. Then there always 
exists one, and only one residue class, mod Jt, all of whose polynomials will 
reduce to a given set of residues modulo i =1,2,---,s8. This 
gives us the theorem: 
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THeorEeM. If the modular system IN is equal to the product of the modular 
systems , Me’, «++, MO, all of them relatively prime to each other, 
and of f’, f", +++, f, +++, be any polynomials, there exist polynomials, 
f, such that f =f, mod M, and all of these polynomials are congruent 
each to each, mod M. 

From this it follows that if Dt = Mt’ Me’, (Me, Me’) = (1), that there are 
exactly N (M’) residues of a complete residue system, mod I, that reduce 
to 0, mod 9”, while they are incongruent each to each, mod J’ , forming a 
complete residue system with respect to this modular system. Hence we 
have at once: 

THEOREM. Jf M = Mt’ M’”’, where (M', = (1), there are exactly 
N (M’) residues in a complete residue system, mod It, that are divisible by the 
modular factor IN” . 

Since the It group of totitives is the direct product of groups simply iso- 
morphic to the various groups ot totitives of the simple modular factors of M, 


it follows that ¢(M) = (01) ¢(Q2)--- where 


~1 


If Mt = Me’ Me’, (M’, M’’) = (1), it follows that @(M?’) is equal to the 
product of a certain number of these ¢ (0), while ¢ (M?’’) is equal to the 
product of the remaining ones. Hence we have proved: 


THeoreM. Jf IM = DY’ where (M’, = (1), follows that 
= o(M’) (M”’). 


Let us repeat the reasoning employed in connection with the theorem pre- 
ceding the last one, but let us restrict ourselves to the residues prime to JN’. 
We see at once that there are ¢ (Q’ ) of these residues that are congruent to 0, 
mod t’’. Hence we get the theorem: 

THEOREM. If It = Me’ M’’, where (M’ , M’’) = (1), then there are exactly 
 (M’) incongruent residues f, mod M, such that (f, Mt) = 

This also represents the order of a maximal group belonging to the system I. 

Let us now proceed to the solution of the congruence f; X = f2, mod M, 
where f2 is any representative residue belonging to Jt, while with respect to 
fi we shall limit ourselves to such residues of the modular system Yt as fulfil 
the conditions (f;, Dt) = M’”, where M = Mt’ and (M’, = (1). 
Two cases can then occur with respect to any simple modular factor © of M. 
Either f; is congruent to zero, mod O, or (f:,Q) = (1). Inthe latter case 
the congruence f; X = fe, mod Q, can have but one solution by the second 
theorem of this section. In the other case f, X = f2, mod OQ, reduces to 
0-X =0, mod Q,, since it is evident that the right hand side must vanish 


4 
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when this is true of the left-hand side. Here X can take any one of the 
N (Q) values of the different residues in the complete residue system of 2. 
By determining the number of solutions of f; X = f2, with respect to each 
of the simple modular factors of J? taken as modulus, we find by repeated ap- 
plication of the fifth theorem of this section that the number of solutions, 
mod I, is equal to N (M’’). In case that f; does not fulfil the restrictions 
imposed the congruence may or may not have a solution. Consider for 
instance the modular system (2? + 2,4). Herethe residues z + 1 and3z + 1 
fulfil the restrictions while x + 2, 32, and 2x + 2 do not. The congruence 
(a +2) -X = 32, mod (2? + 2, 4), is satisfied by x + 1 and 3x + 1, while 
the congruence (2x +2)-X =3z, mod (2?+2, 4), has no solution. 
Hence we have proved the theorem: 

THEOREM. A necessary and sufficient condition that the congruence f, X = fe, 
mod IN, be solvable, where f, and fe are any two residues of Mt excepting that if 
(M, = M” and M = M”’ we have M’) = (1), ts that fe contains as 
a modular factor (M,f:) = M’’. The number of solutions is equal to N (M’’). 
If f; does not satisfy these restrictions the congruence may or may not have solutions. 

It is evident that every residue belonging to the modular system Q is either 
prime to © or is a F($), where § is the absolute prime modular system 
contained in QQ. Hence all residues not prime to Q reduce to 0, mod f, 
while the ¢ (£0) others reduce to one of the other residues of $B. Since it is 
easily shown that the number of residues of Q reducing to any given residue 
of 3 when taken modulo § is always the same, it follows that of the N (Q) 
residues belonging to there are VN ((Q.)/N that are not prime to $. 
Hence we have proved the theorem: 

THEeorEM. If a simple modular system Q contains the absolute prime modular 
system § , the order of the group of totitives of 2 is equal to 


$(Q) 


We have proved in a preceding theorem that ¢ (2M) = ¢(M’) od (M”), 
if (Me, M’) = (1) and M = MY’ M’’. Since all the simple modular factors 
of M are relatively prime it follows at once that we have 

THEeorEM. The value of the totient d (M) is given by the expression 


j=! 


j=t 


where MN = [J Q,;, and the simple modular system 2; contains the absolute 
j=! 
prime system 3; . 
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Le présent Mémoire reproduit une partie des lecons que j’ai eu l’honneur 
de faire 4 l'Université Harvard pendant le second semestre de l’année 1914- 
1915. C’enestla partie originale. J’y traite d’une maniére nouvelle quelques 
questions anciennes, mais j’y aborde surtout des problémes nouveaux. 
Beaucoup des résultats obtenus ne sont pas imprimés ici pour la premiére fois. 
Ils l’étaient déja au mois d’Aofit 1914 et devaient paraitre a la fin de cette 
méme année dans la 3° édition du tome II de mon Cours d’analyse. Tout 
cela a été brilé 4 Louvain avec beaucoup d’autres choses plus précieuses. 
Dans les circonstances tragiques que traverse la Belgique, l’invitation de la 
grande Université Américaine a été, pour |’ Université de Louvain et pour moi, 
une marque de bienveillance et une faveur dont je ne saurais trop dire le prix. 
Qu’il me soit permis de dédier a |’Université Harvard ce travail, qui n’aurait 
pas vu le jour sans elle, comme un faible témoignage de ma profonde gratitude. 


1. OPpg£RATIONS SUR LES ENSEMBLES; ENSEMBLES MESURABLES 


1. Opérations sur les ensembles de points. Nous considérons ici des 
ensembles de valeurs de x dans un intervalle (a, b), ou de points sur une 
droite. 


~ * Presented to the Society, August 3, 1915. 
Trans. Amer. Math. Soc. 29 435 


436 C. DE LA VALLEE POUSSIN: [October 


Etant donnés des ensembles E,, Ex, «++, on peut effectuer sur eux les 
opérations suivantes: 

L’ addition, qui consiste 4 former l’ensemble des points appartenant a 
au moins des ensembles E,, E2, ---, ou a former la somme de ces ensembles: 
+ 

La soustraction, qui consiste 4 retrancher de l’ensemble E, les points qui 
appartiennent a E2, ou a former la différence, EF; — E2, de ces deux ensembles. 

La multiplication, qui consiste 4 former l’ensemble des points communs 4 
E,, Ex, «++, ou a former le produit --- de ces ensembles. 

L’addition et la multiplication peuvent étre des opérations infinies, c’est-d- 
dire que |’on peut additionner entre eux ou multiplier entre eux une infinité 
dénombrable d’ensembles. La somme se forme en réunissant les points de 
tous les ensembles, le produit en prenant les points communs 4 tous les en- 
sembles. 

Etant donnée une suite d’ensembles E2, En, «++, nous appellerons, 
avec M: Borel, ensemble limite complet, E, ensemble des points qui appar- 
tiennent 4 une infinité d’ensembles de la suite. Nous appellerons ensemble 
limite restreint, R, celui des points qui appartiennent a tous les ensembles de 
la suite a partir d’un certain rang (dépendant généralement du point considéré). 
Ces ensembles se forment au moyen des opérations précédentes; on a, en effet, 


La formation de E et de R est analogue 4 celle des plus grande et plus petite 
limites d’une suite de quantités. Si les ensembles limites complet et restreint 
sont identiques, nous dirons que la suite E;, E2, --- a une limite unique ou, 
tout simplement, une limite E. Nous écrirons, dans ce cas, 


E = lim £,. 


Cette dénomination se justifie par l’extension aux ensembles des principes 
de la théorie des limites de quantités. On a, en effet, le théoréme suivant: 

Si des ensembles, en nombre limité, E,, E,, «++ ont respectivement pour 
limites E, E’, ---, les sommes E, + E, + --+ et les produits E, E;,--+ ont 
respectivement pour limites E + E’ + --- et EE’---. 

Tout cela s’étend de soi-méme aux ensembles a plusieurs dimensions. 

2. Mesure des ensembles linéaires. M. Lebesgue définit de la maniére 
suivante la mesure des ensembles linéaires, c’est-d-dire des ensembles de 
points sur une droite. 

Soit E un ensemble compris dans un intervalle (a, 6). Enfermons E 
dans un systéme A formé d’une infinité dénombrable d’intervalles a non 
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empiétants. La mesure de A, désignée par mA , est la somme des amplitudes 
des a. La borne inférieure de mA, pour tous les systémes A d’intervalles 
contenant E, est la mesure extérieure de E,m,E. Soit CE le complémentaire 
de E,, formé des points de l’intervalle (a, b) exclus de E; la mesure intérieure 
de E, m; E, est la différence (b — a) — m.CE. Si les mesures extérieure et 
intérieure sont égales, E est mesurable et la valeur commune des deux mesures 
précédentes est la mesure de E, mE. C’est le seul cas que nous aurons a 
considérer dans la suite. 

Voici la propriété fondamentale des ensembles mesurables: 

Les sommes, différences, produits et limites d’ensembles mesurables sont mesur- 
ables. 

I] faut encore remarquer les théorémes suivants: 

La somme E = E, + + --- dun nombre fini ou d'une infinité dénombrable 
d’ensembles sans point commun contenus dans (a,b), a pour mesure la somme 
des mesures mE, + 

Si la suite des ensembles mesurables E,, E2, +++ En, «++ a une limite unique 
E, la mesure de E est la limite de mE, . 

Nous n’avons a nous occuper ici que de ce dernier théoréme. II est classique 
dans deux cas particuliers: Si chaque ensemble EF, contient le suivant, ou si 
chaque ensemble E,, contient le précédent. Dans le cas général, E peut étre 
considéré comme ensemble limite, soit complet, soit restreint. Dans la pre- 
miére hypothése, on a 


E = + Ex + (Eo + Es t+ +++) (En +--+) 


Nous rentrons dans le premier cas particulier signalé en regardant E comme 
limite des ensembles formés avec un nombre limité de ces facteurs. Nous 
avons ainsi 


mE = lim m(E, + + ZlimmE,. 
Par contre, en considérant E comme ensemble limite restreint, 
nous rentrons dans le second cas particulier signalé. Nous avons alors 
mE = lim mE, Enyi +--+ S lim mE,. 
Donec, en comparant, mE = lim mE,. 


2. LES ENSEMBLES LINEAIRES MESURABLES (B). LEUR CLASSIFICATION 


3. Les ensembles mesurables (B), les seuls qui aient été considérés au début 
par M. Borel, sont ceux qui s’obtiennent, a partir des points et des intervalles, 
par l’emploi des opérations indiquées dans le paragraphe précédent. 
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Un point peut étre considéré comme la partie commune a deux intervalles; 
les ensembles mesurables (B) peuvent donc se constituer a partir des inter- 
valles. Les complémentaires des intervalles fermés (frontiéres inclues) sont 
‘des intervalles ouverts (frontiéres exclues). Afin de placer les complémentaires 
sur le méme rang, nous prendrons comme point de départ, pour construire les 
ensembles mesurables (B), les intervalles ouverts ou fermés a volonté. 

Les opérations sur les ensembles se raménent 4 deux seulement au moyen 
des complémentaires, l’addition et la multiplication, car la soustraction se ra- 
méne a la multiplication par la formula E — E’ = E - CE’. 

Nous nous propcsons ici de faire la classification des ensembles mesurables 
(B) d’aprés le nombre d’additions et de multiplications infinies superposées 
que nécessite leur définition. Ce nombre d’opérations infinies pourra d’ailleurs 
€tre fini ou transfini comme nous allons l’indiquer. 

Nous rangeons dans la premiére classe les ensembles formés d’un numbre fini 
d’intervalles ou de points et leurs complémentaires, qui sont formés de la 
méme faeon. 

Passons a la seconde classe. Nous rangeons d’abord dans celle-ci les sommes 
et produits infinis d’ensembles de la premiére classe, qui, bien entendu, ne 
rentrent plus dans cette classe. Ces ensembles sont les ensembles fondamentaux 
de la deuxiéme classe. Les autres ensembles de cette classe sont ceux qui se 
construisent au moyen de ceux-la sans nouvelle opération infinie, done par un 
nombre limité d’additions et de multiplications. On peut aussi introduire 
dans cette composition des ensembles de classe un. 

Convenons de représenter en général une somme fondamentale par S et un 
produit fondamental par P. Un ensemble de la deuxiéme classe s’exprimera 
par un polynome relativement aux lettres S et P. Mais l’expression de ce 
polynome se simplifie, parce que l’addition et la multiplication des ensembles 
sont des opérations commutatives, associatives et distributives; d’ov il suit que: 

1°. La somme d’un nombre fini ou d’une infinité dénombrable de sommes 
S est une somme S; 

2°. Le produit d’un nombre fini ou d’une infinité dénombrable de produits 
P est un produit P; 

3°. Le produit d’un nombre fini de sommes S est une somme S; 

4°, La somme d’un nombre fini de produits P est un produit P. 

La derniére propriété seule n’est pas immédiate, mais elle se raméne a la 
précédente par la considération des complémentaires. En effet, le complé- 
mentaire d’un produit est une somme, C (FE; FE, ---) = CE, + CE,+---. 
Si done E = Py + P2 +--+, on a CE = (CP) (CP2) ---, done CE est 
un produit de sommes, ce qui revient a une seule somme, et alors E est un pro- 
duit. 
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Revenons maintenant au polynome en S et P par lequel s’exprime un 
ensemble de la deuxiéme classe. On peut réduire 4 une seule somme S les 
sommes qui s’ajoutent ou se multiplient; de méme, a un seul produit P les 
produits qui s’ajoutent ou se multiplient. Aprés cela, chaque terme du poly- 
nome se réduit soit 4 une somme S, soit 4 un produit P, soit a l’expression 
combinée SP , avec comme coefficient un ensemble de classe wn, mais dont on 
se débarrasse en l’englobant dans S ou dans P. Aprés cela, l’ensemble E de 
la deuxiéme classe s’exprime par une formule de la forme 


(1) 


ou S” peut exceptionnellement se réduire 4 un ensemble de la premiére classe. 
Nous donnerons a cette formule (1) le nom de formule de structure de E. 

It importe, pour montrer que le procédé de formation est général, de prouver 
que les complémentaires ne sont pas exclus. Montrons donc que le complé- 
mentaire de E est de la méme classe que E. Cela résulte de ce que |’addition 
et la multiplication sont des opérations conjuguées par les formules: 


C(E, Ez = CE, + CE; + 
+ = (CE;) (CE2) +++. 


Il suit de la que le calcul de CE se fait parallélement 4 celui de E en rempla- 
cant au départ les intervalles par leurs complémentaires, puis les opérations 
par leurs conjuguées. 

Passons a la troisiéme classe. Les ensembles fondamentaux sont les sommes 
S ou produits P d’une infinité dénombrable d’ensembles de la 2° classe. Les 
autres ensembles s’expriment au moyen de ceux-la par la méme formule de 
structure (1) que ci-dessus. 

Nous formons ainsi, de proche en proche, des ensembles des classes 1, 2, 
3, +++ en nombre infini. 

Maintenant nous pouvons former des sommes et produits fondamentaux 
avec des ensembles d’une infinité de classes différentes. Ce sont ceux d’une 
premiére classe d’un nouveau genre. Nous dirons que les classes précédentes 
sont de genre 1 et celle-ci de genre 2._ Notre nouvelle classe sera la premiére 
du genre 2 et sera dite d’ordre transfini par rapport a celles de genre 1. Les 
ensembles qui en font partie s’expriment encore au moyen des ensembles 
fondamentaux par la méme formule de structure (1) que précédemment. 
Il n’y a pas de classe d’ordre immédiatement antérieur a la premiére classe de 
genre 2. 

Nous passons ensuite aux classes d’ordre 2, 3, --- de genre 2, puis au genre 
3, et ainsi de suite indéfiniment sans jamais etre arrétés. La formule de struc- 
ture (1) est générale; elle exprime les ensembles d’une classe quelconque au 
moyen de sommes ou produits infinis d’ensembles de classe moindre. 
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4, Théoréme. Tout ensemble mesurable (B) de classe supérieure & la premiére 
peut étre défint comme limite unique (N° 1) d’une suite d’ensembles de classe 
moins élevée. 

Un ensemble quelconque étant formé par addition ou multiplication d’un 
nombre fini d’ensembles fondamentaux, il suffit de prouver la proposition 
pour un ensemble fondamental (N° 1). Or, dans ce cas, elle est immédiate: 
un ensemble S est la limite de l’ensemble S,, de classe moindre obtenu en limi- 
tant la somme 4 ses n premiers termes; et, de méme, l’ensemble P est la limite 
du produit P,, limité a n facteurs. 

5. La classification précédente des ensembles mesurables (B) est dans une 
relation étroite avec la classification des fonctions que M. Baire a indiquée 
dans sa thése (Annalidimatematica, 1900) et que voici: 

Une fonction limite de fonctions continues est de la premiére classe; une 
fonction limite de fonctions de la premiére classe est de la seconde classe, et 
ainsi de suite. 

La question de l’existence des classes d’ensembles se raméne a celle des 
classes de fonctions et réciproquement.* C’est ce qui résultera des théorémes 
que nous établirons ici et plus loin (N° 8). Commengons par montrer la dépen- 
dance des deux classifications. 

Soit E un ensemble mesurable (B). Définissons une fonction ¢ (x) égale 
aldans EetaiQdansCE. Nous|’appellerons la fonction caractéristique de E. 

Observons, en passant, les propriétés suivantes des fonctions caractéristiques 
d’ensembles: 

1°. Si sont les fonctions caractéristiques de E2, ---, celle 
du produit --+ est 

= 


2°. Si Ei, Ez, --+ sont sans point commun deux a deux, la fonction carac- 
téristique, @, de la somme + + est 


3°. Sila suite E,, E,, --- a une limite unique EL, la fonction caractéristique, 

@, de E est 
= lim ¢,. 

Revenons maintenant a la classification de Baire. Nous avons le théoréme 
suivant: 

Si un ensemble E est d’une classe d’ordre a, sa fonction caractéristique est, au 
plus, d’ordre a dans la classification de Baire. 

Si E est de la premiére classe, sa fonction caractéristique prend alternative- 


* Cette question a été résolue par M. Lebesgue. Journalde mathématiques 
pureset appliquées (6) (1905), p. 212-214. 
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ment les valeurs 0 et 1 dans des intervalles. Elle est évidemment limite de 
fonctions continues, donc de la premiére classe de Baire. 

Dans le cas général, la fonction caractéristique d’un ensemble de classe a 
est la limite de fonctions caractéristiques d’ensembles de classe moindre, en 
vertu du théoréme du n° 4 et de la propriété 3° que nous venons d’énoncer. 
Done, de proche en proche, cette classe est au plus d’ordre a. 

Ce théoréme admet une sorte de réciproque: S’il existe des fonctions de classe 
a dans la classification de Baire, il existe aussi des classes d’ensembles de tous les 
ordres <a. C’est ce qui sera etabli plus loin au N° 8. 

La classification des ensembles exposée dans ce paragraphe n’est pas la 
seule possible. On pourrait aussi les classer d’aprés le nombre de passages 
4 la limite (au sens expliqué N° 1) que nécessite leur définition, ou d’aprés la 
classe de leur fonction caractéristique (au sens de Baire). Nous avons préféré 
nous placer strictement au point de vue des définitions de M. Borel. 


3. FONCTIONS MESURABLES ET FONCTIONS MESURABLES (B) 


6. Définition. Soit f(2) une fonction univoque de x dans un intervalle 
(a,b). Onne la suppose pas finie, c’est-d-dire que sa valeur peut étre infinie 
(de signe déterminé) en certains points. Convenons de désigner respective- 
ment par 


E(f>A), E(f2=A), E(A<fSB), ete, 


l’ensemble des points de |’intervalle (a, b) ot la condition entre parenthéses 
est vérifiée. Novus dirons, avec M. Lebesgue, que f(a) est mesurable dans 
(a, 6) si l’un ou l’autre (ce qui revient au méme) des deux ensembles com- 
plémentaires: 


E(f=A), E(f<A), 


est mesurable quel que soit le nombre donné A. Si, de plus, cet ensemble 
est mesurable (B), f(x) est mesurable (B). 

On pourrait aussi bien prendre comme condition de mesurabilité que les 
ensembles complémentaires: E(f > A), E(f =A) soient mesurables, car 
ces conditions, aussi bien que les précédentes, entrainent la mesurabilité 
de l’ensemble E (f = A). 

Il peut arriver que l’on ait seulement 4 considérer la fonction f (2) dans un 
ensemble E. On dira alors qu’elle est mesurable sur £, si elle est mesurable 
quand on l’annule hors de E. 

Nous ne reviendrons pas ici sur les démonstrations des propriétés classiques 
des fonctions mesurables. Rappelons seulement que les somme, différence, 
produit, quotient de fonctions mesurables sont mesurables (On suppose que le 
diviseur ne s’annule pas). On peut aussi remplacer dans cet énoncé le mot 
mesurable par mesurable (B). 
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7. Limites de fonctions mesurables.—I. Les bornes supérieure et inférieure 
d’une infinité dénombrable de fonctions mesurables de x sont mesurables. 

En effet, soit ¢(2) la borne supérieure, ¥ (x) la borne inférieure d’un 
ensemble dénombrable de fonctions f;, f2, --- , fn, «++ (peu importe l’ordre). 
On a 

E(@>A)=ZE(f, >A), E(¥ <A) =ZE(f, <A). 


Done, en particulier, la limite d’une suite monotone de fonctions mesurables est 
mesurable. 

II. Les plus grande et plus petite limites d’une suite de fonctions mesurables 
fis fe, sont mesurables. 

Soit ¢, (2) la borne supérieure (pour chaque x) de l’ensemble des fonctions 
fn» fn4i1,°**~+ Cette borne est mesurable par le théoréme précédent. Ensuite 
la plus grande limite de f;, fo, --- est la limite de la suite monotone ¢1, 
¢2, --* donc elle est mesurable. Raisonnement analogue pour la plus petite 
limite. 

En particulier, toute limite (supposée existante) de fonctions mesurables est 
mesurable. En effet, toute limite peut étre considérée, si elle existe, comme 
limite d’une suite f1, fo, --- , ce qui raméne au théoréme précédent. 

III. Soit y une variable qui tend vers a en passant par toutes les valeurs inter- 
médiaires (a exclu). Soit alors f(x, y) une fonction mesurable de x pour 
chaque y et continue de y pour chaque x. Les deux fonctions de x (plus grande 
et plus petite limites) 

limf(z,y), limf(z,y), 
y=a y=a 


sont mesurables. 

Supposons que y tende vers a en croissant. La borne supérieure (pour x 
donné) de la fonction f (2, y) de y dans l’intervalle (a — €, a) est une fonction 
wv. (x) qui est mesurable. En effet, 4 cause de la continuité en y, cette borne 
est la méme que si y parcourait seulement |’infinité dénombrable des valeurs 
rationnelles entre a — € et a, ce qui raméne au théoréme I. Ensuite la plus 
grande limite de f (2, y) est la limite de y, (2) quand ¢ tend vers 0. Le 
raisonnement est analogue pour la plus petite limite. 

Dans tous ces énoncés, on peut remplacer le mot mesurable par mesurable 
(B). Par exemple les nombres dérivés d’une fonction continue f (2) sont des 
fonctions mesurables (B), en vertu de la derniére régle. 

8. Théoréme. L’ensemble des fonctions mesurables (B) est le méme que 
celui des fonctions entrant dans la classification de Baire (Lebesgue).* 

D’abord toute tonction de Baire est mesurable (B). En effet, une fonction 
continue est mesurable (B), car les ensembles E (f = A), étant alors fermés, 


*Journal de mathématiques pures et appliquées, 1905, p. 168-179. 
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sont mesurables (B). Comme les autres fonctions de Baire se déduisent des 
fonctions continues par des passages 4 la limite successifs, elles sont aussi, de 
proche en proche, mesurables (B). 

Réciproquement, toute fonction mesurable (B) rentre dans la classification 
de Baire. II suffit évidemment de prouver le théoréme pour une fonction f 
positive, et méme, pour une fonction comprise entre 0 et 1, car f est une fonction 
de Baire si 1 : (1 +f) en est une, et celle-ci est comprise entre 0 et 1. 

Soit done f une fonction mesurable (B) comprise entre 0 et 1. Soit dy (x) 
la fonction caractéristique (N° 5) de l’ensemble 


3... k 
~), 


ou ” et k sont entiers etk =n. La fonction ¢; est, comme on le sait (N° 5), 
une fonction de Baire. II en est de méme pour la fonction somme 


Mais f et y, différent au plus de 1/n. Donc f est la limite de y, quand n 
tend vers |’infini et est, par conséquent, une fonction de Baire. 

Remarque. — La fonction f s’obtient par un seul passage 4 la limite sur les 
fonctions caractéristiques ¢;, ce qui éléve l’ordre de la classe d’une unité au 
plus. Done, s’il existe effectivement une fonction de classe a dans la classi- 
fication de Baire, il existe des classes d’ensembles de tous les ordres < a dans 
notre classification des ensembles mesurables (B). C’est le résultat que nous 
avons déja signalé plus haut (N° 5). 

4. INTEGRALE DE LEBESGUE. PASSAGE A LA LIMITE SOUS LE SIGNE 
INTEGRATION 


9. Intégrale d’une fonction bornée. Rappelons seulement ici comment 
se définit l’intégrale de Lebesgue sur un ensemble E. Soit f (x) une fonction 
mesurable et bornée par les deux nombres A et B (supposés non accessibles) 
quand z varie sur l’ensemble E. On partage l’intervalle (A, B) par une 
échelle de nombres, 


A=h<h<kh<--- <1l,=B, 


dont les degrés 1; — /;_1 peuvent étre supposés aussi petits qu’on veut. On 
désigne par e; la mesure de l’ensemble des points de E ou f est = 1;_; et < 1;. 
On forme alors les deux sommes: 


s= Delis, S=Del;. 
1 1 


4 
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Ces deux sommes tendent vers une limite commune quand tous les degrés 
de l’échelle tendent vers 0. C’est l’intégrale de Lebesgue sur E. Cette 
intégrale se représente par 


ou 


quand E£ s’étend a tout l’intervalle (a,b). 

10. Intégrales de fonctions non bornées. Fonctions sommables. Nos 
définitions ne sont plus ici entiérement équivalentes 4 celles de Lebesgue. 
Soit f (2) une fonction non bornée, finie ou non. Supposons-la d’abord non 
négative sur l’ensemble borné E. Définissons alors une fonction auxiliaire 
fn (x) égale Af (x) ou an selon que f(x) est = ou = qu’un nombre positif 
donné n (entier ou non). On pose, par définition, 


f = lim Sn (2) de. 


Cette limite est fime ou infinie. Si elle est finie, la fonction f (2) est sommable 
sur E. Dans ce cas, il est clair que la fonction f (2) ne peut étre infinie que 
sur un ensemble de mesure nulle. 

Le cas ou f est non positif se raméne au précédent par un simple changement 
de signe. Dans le cas général, on peut considérer f comme la différence, 
fi — fe, de deux fonctions non négatives (On fait f; égal 4 f ou a 0 selon que f 
est positif ou non). Dans ce cas, on dit que f est sommable si f; et fe sont 
sommables, et l’intégrale de f est la différence de celles de f; et de fe. Sif; 
et f2 ne sont pas sommables, f n’a pas d’intégrale. 

11. Nous supposerons connues les propriétés fondamentales des intégrales 
de fonctions sommables. Nous en énoncerons seulement ici quelques unes 
pour mémoire: 

1°. L’intégrale d’une somme d’un nombre limité de fonctions sommables 
est la somme des intégrales de chaque terme. 

2°. Soit E,, E2, --- un nombre fini ou une infinité dénombrable d’ensembles 
mesurables, contenus dans un intervalle (a, 6) ot f est sommable. Soit E 
la somme des ensembles £,, E2, --- supposés sans points communs deux a 
deux. Alors l’intégrale de f sur E est la somme des intégrales sur FE, Ee, - 

On exprime cette propriété en disant que |’intégrale est une fonction additive 
d’intervalles. 

3°. Sif est sommable dans E et si l’on désigne par e une portion quelconque 
de E, l'intégrale de f dans E est infiniment petite avec la mesure dee. On 
exprime cette propriété en disant que l’intégrale est une fonction absolument 
continue. 
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4°. Sif est la limite d’une suite convergente de fonctions de 2, bornées dans 


leur ensemble, fo, fn, ona 
f saz = lim f,dz. 


Cet important théoréme est di A M. Lebesgue. Nous nous proposons, dans 
le paragraphe actuel, d’étudier sous quelles conditions le passage a la limite sous 
le signe d’intégration peut s’étendre aux fonctions non bornées. 

Les résultats fondamentaux relatifs 4 cette question sont dis 4 M. Vitali, 
qui les a exposés dans un important Mémoire Sull’ integrazione per serie.* 
Nous allons exposer ici les résultats obtenus par M. Vitali en en modifiant 
toutefois un peu les énoncés et les démonstrations, et en y ajoutant de nouveaux 
résultats. 

12. Définition. Soit fi, fo, --- fn, «++ une infinité de fonctions sommables 
de x; considérons les diverses intégrales 


Str dx. 


Nous dirons, avec M. Vitali, que l’absolue continuité de ces intégrales est uniforme 
sur un ensemble E, si a tout € positif correspond un 6 tel qu’on ait, quel que 


soit n, 
Lf fa dz | <€é, 
| Ze 


pourvu que e soit une portion de E de mesure < 6. 
Cette définition appelle une remarque qui sera utile. Si les fn dx ont leur 


absolue continuité uniforme sur l'ensemble supposé borné, les intégrales étendues 
 E sont bornées dans leur ensemble. En effet, E se partage en un nombre 
limité d’ensembles de mesures < 6 et l’intégrale sur E en un méme nombre 
limité d’intégrales de module < e. 

13. Théoréme I. Soit fi, feo, --- fn, «++ une suite de fonctions de x, finies 
ou non, mais sommables et tendant vers une limite (finie ou non) F. Sil absolue 
-continuité des intégrales f fn dx est uniforme sur un ensemble E , F est sommable 


sur E. 
Remarquons que, si la continuite absolue est uniforme pour f frdz, elle 


Test aussi pour f | fn | dx, car on peut considérer exclusivement les ensembles 


e sur lesquels f ne change pas de signe. D’autre part, si f, tend vers F, | fn | 
tend vers | F'|, et F est sommable en méme temps que | F'|. II suffit donc de 
-démontrer le théoréme pour la suite des fonctions |f,|. Autant supposer 


*Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. 23, 1907, pp. 
137-155. 
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tout de suite que les fonctions f, et F sont non négatives. Dans cette hypo- 
thése, définissons (f, ) 4 comme égal 4 f, ou 4 M selon que f, est S ou = M. 
Définissons Fy d’une maniére analogue. Comme (f,)4 tend vers Fy en 
restant borné, nous avons, sans difficulté, par le théoréme de Lebesgue, 


f Fv dx = lim (fn)wdx = lim | f, dz, 

Vinégalité résultant de Mais la derniére intégrale est bornée, 
comme conséquence de l’uniformité de l’absolue continuité, ainsi que nous 
avons fait remarquer plus haut en donnant cette définition. Done 


f Fy dx 


est bornée quel que soit M, et, par conséquent, F est sommable. 
14. Théoréme II. Avec les hypotheses du théoréme précédent, on aura, en 
outre, 
lim | = Far. 
E 
Puisque la fonction F est sommable, elle est finie presque partout et son inté- 
grale est absolument continue. Nous pouvons retrancher de l’ensemble FE les 
points oi l’une des fonctions f;, fo, «++, F devient infinie, car il est de mesure 
nulle et cela ne change la valeur d’aucune intégrale. D’autre part, la conver- 
gence absolue des intégrales des fonctions f, — F est uniforme comme pour les 
f, et ces fonctions ont pour limite zéro. Nous pouvons donc admettre dans 
‘la démonstration que les fonctions f, sont finies et ont pour limite zéro dans. 
tout F. II suffit alors de prouver que 


lim | =0. 
Soit Ao, Am, une suite de quantités positives croissantes jusqu’a 


l’infini. Désignons par E,, l'ensemble des points de E ot l’une au moins des 
valeurs absolues |f, | est > Am et considérons la suite E,, Ez, --+ Em, -+° 
Chaque ensemble contient le suivant. De plus, la mesure de E,, tend vers 
0 quand m tend vers l’infini, car cette mesure est celle de l'ensemble commun 
aux E,,, et les E, n’ont aucun point commun. 

Considérons maintenant la décomposition: 


n=O 


lim | f, dz = lim 


fadx+lim f,dz. 


Je dis que le second membre est nul. En effet, son premier terme est nul 


Pin’ 
2 
a 
- 
4 
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parce que f, tend vers 0 dans E — E,, en restant bornée; ensuite son second 
terme est aussi petit qu’on veut avec mE,,, puisque la continuité absolue est 
uniforme. 

15. Corollaire I. Si la suite fi, fo, «++ fn, +++ converge vers F, et si toutes 
les fonctions de la suite sont de module inférieur & une méme fonction } positive 
et sommable, F sera sommable et son intégrale sera la limite de celle de f, . 

En effet, dans ce cas, la continuité absolue de f fn dx est uniforme, car cette 
intégrale ne surpasse pas en valeur absolue celle de ¢. 

16. Corollaire II. Si la suite fi,fo,-+-fn, +++ est positive et non décroissante, 
ces fonctions ont nécessairement pour limite une fonction F et Von a toujours 


lim | f,dzx = f Far. 
Mais si F n’est pas sommable, les deux membres sont infinis. 

Si F est sommable, ce corollaire revient au précédent, car on peut faire 
@ =F. SiF n’est pas sommable, le second membre de |’équation est infini; 
mais le premier |’est aussi, en vertu de |’inégalité suivante, obtenue dans la 
démonstration du Théoréme I, 


lim f, dx = [Fy dx, 
et dans laquelle le second membre est maintenant infini avec M. 

17. Théoréme III. Si les fonctions sommables f,, fo, «++ fn, «++, ayant 
par hypothése une limite F , sont de plus non négatives, la condition nécessaire et 
suffisante pour que F soit sommable et son intégrale limite de celle de f,, est que 
la continuité absolue de f fn dx soit uniforme dans E.. 

Il suffit de prouver que la condition est nécessaire, donc que, si la continuité 
absolue n’est pas uniforme, ou bien F n’est pas sommable, ou bien son intégrale 
n’est pas la limite de celle de f,. Si F n’est pas sommable, le théoréme est 
démontré. Supposons done F sommable. 

Reprenons encore les notations de la démonstration du Théoréme II. Soit 
A,, Az, +++ Am, *** une suite de nombres positifs qui croit a l’infini et soit 
Em Vensemble des points de E ot l’une au moins des fonctions f, est > Am. 
Nous savons que mE,, tend vers 0 quand m tend vers l’infini. 

Puisque la continuité absolue n’est pas uniforme dans E, on peut assigner 


un nombre positif « tel que la condition f fn dx < € puisse avoir lieu sur un 
e 


ensemble e compris dans E et de mesure infiniment petite. Comme cette 
intégrale a sa continuité absolue uniforme dans CE,, ot les f, sont bornés, 
cette condition doit pouvoir se réaliser dans E,, , c’est-d-dire que l’on a, quel- 
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que soit m, pour des valeurs infiniment grandes de n, 


f 
En 


On a, puisque les f, sont bornés dans CE,,, 


lim on” dx = F dz. 


CEw 
Par conséquent, il vient 


fim [ fade = lim tim | jude > Fdz + ¢; 
JE CE, En CE 


et, en faisant tendre m vers I infini, 


lim dz > [ Faz te. 
E 


‘18. Corollaire. Si la suite fi, fo, --- fn, +++ de signe variable tend vers F 
sommable, et si V'intégrale de | F | est la limite de celle de | fn | , Vintégrale de F sera 
aussi la limite de celle de f,. 

19. Remarque. Le théoréme III s’étend évidemment aux fonctions non 
positives. I! s’étend aussi aux fonctions f, fo, --- fn, «++ qui admettent dans 
leur ensemble soit une borne supérieure, soit une borne inférieure. Par ex- 
emple, si l’on a, quel que soit n, f, > — A, le théoréme s’applique a la suite 
des fonctions (f, + A) qui sont non négatives, et, par conséquent, a la suite 
des f, aussi. Plus généralement encore, le théoréme s’appliquera a la suite 
fi, fe, +++, si toutes ces fonctions sont inférieures 4 une méme fonction positive 
sommable ¢, car le théoréme s’applique ala suite des fonctions (¢ — f,) 
qui sont non négatives. Méme conclusion évidemment si les fonctions f, 
sont toutes supérieures 4 une méme fonction négative sommable. 

Toutefois le théoréme III ne s’applique pas a une suite fi, fe, --+ fn, °°° 
‘quelconque. M. Vitali a seulement démontré que l’uniformité de la continuité 
absolue est nécessaire pour que le passage A la limite soit permis sur toute 
portion de l’ensemble E. Nous allons donner de ce théoréme une démon- 
stration plus simple que celle de M. Vitali. Voici d’abord comment on peut 
formuler le théoréme 4 démontrer. 

20. Théoréme IV. Si la suite des fonctions sommables fi, fe, «++ fn, **° 
converge vers F sommable dans un ensemble E, et si la continuité absolue de 


f fndzx nest pas uniforme dans E, on peut définir un ensemble e, intérieur a 


E,, sur lequel cette intégrale n’a pas pour limite celle de F . 
Comme dans la démonstration du Théoréme II, on peut supposer les 
fonctions f, finies et convergeant vers 0 dans E. II faut alors construire un 


ensemble e sur lequel f f, dx ne tend pas vers 0. 


— 

| 
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Revenons encore aux notations de la démonstration du Théoréme II. 
Soit Ai, As, --+, An, «++ une suite positive indéfiniment croissante. Dé- 
signons par E£,, l’ensemble des points de E ov l’une au moins des valeurs ab- 
solues |f,| est > Am. Nous avons vu que chaque £,, contient le suivant et 
que la mesure des E,, tend vers 0 quand m tend vers I’infini. 

Notre démonstration repose sur la possibilité de choisir la suite des quantités 


A,, Az, «++ Am, +++ de maniére que la suite des ensembles correspondants 
E,, E2, «+: Em, +++ satisfasse & une certaine condition que nous allons 
indiquer. 


Si l’on désigne par ela plus grande limite pour n = © de |’intégrale \fn| dx, 


limite qui ne peut etre nulle, sinon la continuité absolue de cette intégrale serait 
uniforme, contrairement a l’hypothése; si l’on se donne ensuite un nombre 
positif w aussi petit qu’on veut, alors il est possible de choisir les A , de maniére 
qu’a deux ensembles consécutifs quelconques E,, et E41 corresponde toujours 
au moins une fonction f, vérifiant les trois inégalités: 


‘m+1 


Voici, en effet, comment, aprés s’étre donné A, arbitrairement, les A suivants 
se déterminent de proche en proche. Supposons que Ae, A3, --- Am soient 
déja obtenus, done E,, connu, et qu'il faille déterminer Ani. On commence 
par chercher un f, d’indice aussi grand qu’on veut satisfaisant aux deux 
premiéres inégalités, ce qui est possible, car la premiére intégrale (od f, est 
borné) a pour limite 0 pour n infini et, par conséquent, la plus grande limite 
de la seconde est =e. Ensuite, f, étant connu, on peut prendre le nombre 
Am+1 assez grand, c’est-d-dire l’ensemble £,,,; de mesure assez petite, pour 
satisfaire 4 la troisiéme et derniére inégalité. Nous conviendrons encore de 
faire croitre 4 chaque nouvelle opération l’indice n de la fonction considérée de 
telle sorte que, dans les inégalités en question, n croisse a l’infini avec m. 

Maintenant la démonstration du théoréme est devenue facile. Nos inéga- 
lités entrainent 


L’ensemble En — Emsi se partage généralement en deux parties sur chacune 
desquelles f, ne change pas de signe. Il y ena donc au moins une, désignons-la 


par ém, sur laquelle on a 
| f fn dx 


2 


| 
| 
| 
| 
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Je dis que nous obtiendrons l’ensemble cherché e en posant 


En effet, par leur construction, les ensembles €3, sont extérieurs les 
unsauxautres. Considérons l’indice n, aussi grand qu’on veut, de la construc- 
tion précédente; nous avons 


f fade 


done a fortiori, puisque les e; sont contenus dans E — E,, et les e, dans Eni1, 


Donc l’intégraie sur e ne tend pas vers 0 quand n tend vers l’infini, car on peut 
supposer w < €/6 et alors le second membre surpasse la quantité positive 


| fu dz], 


k=m+1 


e — 2w 


— 3. 


Nous allons revenir maintenant au cas des suites de fonctions non négatives. 
Nous nous proposons d’obtenir des criteriums de forme plus pratique pour 
le passage 4 la limite sous le signe f et, 4 cet effet, de formuler des conditions 
portant sur l’ensemble E lui-méme et non sur une partie inconnue e de celui-ci. 
A cet effet, nous établirons d’abord le théoréme suivant: 

21. Théoréme V. Soit M un nombre positif donné. Appelons, en général, 
en Vensemble E (fn, > M). La condition nécessaire et suffisante pour que la 
continuité absolue de f fn dx soit uniforme dans un ensemble E ow les fonctions 
fis fe, +++ fn, +++ sont non négatives, est que & tout € positif corresponde un nombre 
M indépendant de n, tel qu’on ait 


f fn dx <e. 


La condition est suffisante, car, quel que soit l’ensemble e, on a 


de =f + ff. dz < f +6 


et, par conséquent, l’intégrale de f,, est aussi petite qu’on veut avec me , puisque 
celle de la fonction bornée (f,, )s, est dans ce cas. 

Il reste 4 montrer que la condition est nécessaire. Supposons donc que la 
condition n’ait pas lieu, c’est-d-dire que la relation opposée, 


f fade = 4, 


| 


1915] SUR L’INTEGRALE DE LEBESGUE 451 


se vérifie pour des valeurs infiniment grandes de M, et montrons que la con- 
tinuité absolue n’est pas uniforme. De deux choses l’une: me, tend vers 0 
ou bien sa plus grande limite est > w quand M tend vers l’infini. Dans le 
premier cas, la continuité absolue n’est pas unitorme par définition; dans le 
second, on a, par le théoréme de la moyenne, 


f fade = [fade > Me 
M en 


done, l’intégrale sur FE n’étant pas bornée, sa continuité absolue n’est pas uni- 
forme (N° 12). 

22. Théoréme VI. Sovt fi, fo, fn, une suite de fonctions sommables 
non négatives, admettant une fonction limite F. Si l'on peut définir une fonctior 
(x) non décroissante et infiniment grande avec x, telle que les intégrales 


sovent bornées dans leur ensemble, alors F est sommable et son intégrale sur E est 
la limite de celle de f,. 
Il suffit de prouver que la continuité absolue de f f.dz est uniforme. A cet 


effet, nous allons appliquer le théoréme précédent. Soit e, l’ensemble 
E(f, > M). Il faut montrer que l’on peut prendre M assez grand pour 


avoir, quel que soit n, 
f frdz<e. 


C’est ce qui résulte de l’hypothése que les intégrales 


admettent une borne L, car on en déduit, a la seule condition de prendre M 
et, avec lui, ¢(M) suffisamment grands, 


L 
J 


23. Remarque. II est intéressant de remarquer que, tant qu’on laisse la 
fonction ¢ indéterminée, le théoréme précédent est aussi général que le théoréme 


III. Il est, en effet, facile de montrer que, si la continuité absolue de f f.dz 


est uniforme sur E, il est toujours possible de déterminer une fonction ¢ telle 
que les intégrales 
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soient bornées dans leur ensemble. Voici, en effet, comment on peut toujours 
construire cette fonction ¢ (2) monotone et croissant 4 l’infini avec z. 
Donnons-nous une série positive convergente 


désignons par e’ l’ensemble des points de E ott f, surpasse le nombre M,, et 
prenons ce nombre M;, assez grand pour que |’on ait, quel que soit n, 


dx < («%)?, 


ce qui est possible, puisque la continuité absolue est uniforme. 
On peut définir la fonction ¢ (2) en posant: 


= 1/e, si M, < Muy. 


Il vient, en effet, dans cette hypothése, 

JE k=1 €1 J 


+ f <+Mi(mE) + De, 
k=1 €k o/e,k €1 1 

ce qui constitue une borne finie et indépendante de n. 

Ainsi, tant qu’on laisse la ronction ¢ indéterminée, la condition du théoréme 
VI revient a celle d’uniformité de la continuité absolue. En spécifiart la 
fonction ¢, on obtient des criteriums particuliers qui peavent étre plus utiles 
en pratique. En prenant pour ¢ des fonctions de moins en moins rapidement 
croissantes, telles que f*, Log f, Log Log f, etc. on peut former une échelle 
de criteriums de plus en plus précis analogue 4 l’échelle des criteriums de con- 
vergence de Cauchy dans la théorie des séries. Considérons seulement le 
premier d’entre eux. II donne le théoréme suivant: 

24. Théoréme VII. Soit fi, fo, --- fn, +++ une suite de fonctions positives 
sommables, convergeant vers une fonction limite F dans un ensemble E, et soit 
€ une constante positive aussi petite qu’on veut mais indépendante de n; si les 
intégrales 


sont bornées dans leur ensemble, alors F est sommable sur E et l'on a 


lim f fade = Faz. 
E 


Le théoréme précédent ne postule pas a priori la sommabilité de F. Si 


i] f.** dz 


1915] SUR L’INTEGRALE DE LEBESGUE 453 


l’on suppose cette sommabilité, on peut appliquer le théoréme précédent a 
la suite: 
qui est sommable et converge vers zéro presque partout. On obtient l’énoncé 
suivant: 
25. Théoréme VIII. Si la suite de fonctions sommables de signes quelconques 
fi, fe, «++ fn, +++ converge vers F sommable, et si les intégrales 


— de > 0) 


sont bornées dans leur ensemble, alors on a 


lim [ fade = Par. 
E 


En effet, les in:égrales sur E de |f, — F'|, et a fortiori celles de (f, — F), 
convergent alors vers 0, en vertu du théoréme précédent. 
Ce théoréme a déja été signalé par M. Riesz pour le cas ot € = 1.* 


5. FONCTIONS D’ENSEMBLES ADDITIVES ET ABSOLUMENT CONTINUES 


26. Fonctions d’ensemble mesurable. Intégrale indéfinie. Soit f(z) 
une fonction sommable dans un intervalle (a, 6); soit e un ensemble mesurable 
variable, tovjours compris dans (a, b). Nous pouvons poser 


F(e) =f f(a)dr, 


car la considération de cette intégrale attache un nombre F (e) 4 l’ensemble e. 
Cette correspondance définit ce que M. Lebesgue appelle une fonction d’ensemble 
mesurable. 

La fonction d’ensemble, F (e), que l’intégration permet d’attacher ainsi a 
une fonction f (x) est l’intégrale indéfinie de f . 

Cette fonction d’ensemble jouit de deux propriétés essentielles qu’on lui a 
reconnues précédemment: 

1°. Elle est absolument continue, c’est-i-dire que F (e) est infiniment petit 
avec la mesure de e. 

2°. Elle est additive, c’est-d-dire qu’étant donnée une suite limitée ou illimiteé 
d’ensembles e;, sans points communs, on a 


F(e:) + F(e2.) + = F(e tet 


Nous nous proposons, dans le paragraphe actuel, d’étudier les fonctions qui 
*Comptes Rendus, t. 144 (1907), pp. 615-9. 
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jouissent de ces deux propriétés et de prouver que ces propriétés des intégrales 
indéfinies les caractérisent. 

La question a été traitée par M. Lebesgue, pour les ensembles 4 un nombre 
quelconque de dimensions, dans son Mémoire Sur l’intégration des fonctions 
discontinues.* Nous avons apporté quelques simplifications 4 l’exposé de 
M. Lebesgue dans la 2° édition du t. II de notre Cours d’ Analyse, 1911. 
C’est la méme marche que nous suivrons ici, mais en l’adaptant au cas d’une 
seule dimension, ce qui impose quelques variantes et permet de notables sim- 
plifications. 

27. Nombres dé-ivés d’une fonction d’ensemble. Soit F (¢) une fonction 
d’ensemble mesurable dans un intervalle (a,b). Designons par Q l’intervalle 
variable (a, x). La fonction de la variable z, 


Fi (x) = F(Q), 


est continue dans (a,b). Ses quatre nombres dérivés (supérieurs et inférieurs, 
a droite et 4 gauche) au point zx sont aussi, par définition, ceux de la fonction 
d’ensemble F (e) au méme point. Les nombres dérivés d’une fonction d’en- 
semble sont donc des fonctions de point. Nous supposons connue la définition 
des nombres dérivés d’une fonction de point. 

En particulier, h étant positif, si l’on désigne l’intervalle (z, x + h) et aussi 
son amplitude par w, les nombres dérivés 4 droite de F (e) sont les plus grande 
et plus petite limites du quotient 


quand h, et par suite w, tendent vers 0. 

Par exemple, la mesure de e , me, est la plus simple des fonctions d’ensembles 
jouissant des propriétés considérées. C’est f dx dans e et ses quatre nombres 
dérivés sont égaux a l’unité partout. 

28. Lemme géométrique. Toute la théorie des fonctions d’ensemble ad- 
ditives et absolument continues se déduit immédiatement du principe qu’une 
telle fonction ne peut étre négative dans un ensemble oi |’un de ses nombres 
dérivés ne l’est pas. Mais la démonstration de ce principe fondamental ne va 
pas sans certaines difficultés. On peut tirer cette démonstration d’un lemme 
géometrique di a M. Vitali et qui s’applique au cas des ensembles de toutes 
dimensions. Mais, pour les ensembles linéaires, on peut se tirer d’affaire avec 
des considérations d’un ordre beaucoup plus simple. A cet effet, nous allons 
remplacer le lemme de Vitali par le suivant, qui est tout a fait élémentaire: 

Si tous les points d’un ensemble fermé E sont respectivement l’origine gauche 
(droite) d’un intervalle correspondant w de longueur supérieure & un nombre 

*Annalesdel’KEcole Normale Supérieure, t. 27 (1910), pp. 361-450. 
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positif fixe €, on peut recouvrir tout E avec un nombre limité de ces intervalles w 
non empiétants, mais pouvant avoir une extrémité commune. . 

Pour effectuer cette opération, on méne d’abord l’intervalle w partant du 
point extréme de E vers la gauche (lequel existe, E étant fermé). On méne 
ensuite l’intervalle qui part du point ainsi atteint si c’est un point de E, ou 
bien du premier point de E qui suit si l’on est tombé dans un intervalle contigu 
aE. On continue ainsi de suite jusqu’a ce que E soit traversé, ce qui arrive 
aprés un nombre limité d’opérations, puisque l’on avance de € au moins a 
chacune d’elles. 

Ce lemme permet de démontrer le principe suivant: 

29. Lemme fondamental. Une fonction d’ensemble F(e) qui est additive 
et absolument continue, ne peut étre négative dans un ensemble E oi l'un de ses 
nombres dérivés, par exemple le nombre dérivé supérieur & droite, A, est presque 
partout positif.* 

Comme F (e) est absolument continue, sa valeur est la méme sur E que sur 
la portion de E of A est positif. Nous pouvons donc supposer dans la dé- 
monstration que A est positif sur tout E. Enfermons E (au sens étroit) dans 
un ensemble d’intervalles a, que nous appellerons A. Nous pouvons sup- 
poser la différence entre mA et mE aussi petite que nous voulons. 

Puisque A est positif dans E, chaque point de E est l’origine gauche d’une 
infinité d’intervalles w, aussi petits qu’on veut, ot F (w) est positif. Con- 
venons d’écarter tous ceux de ces intervalles qui sortiraient du domaine A. 
Donnons-nous une suite positive €1, €2, --* €n, «++ décroissante et tendant 
vers 0; désignons par E, |’ensemble des points de E qui sont l’origine d’un 
intervalle w de longueur = e,. Cet ensemble EZ, est fermé, 4 cause de la 
continuité de F (w) ; il est donc aussi mesurable. Comme E est la somme des 
E,, chacun contenu dans le suivant, mE, tend vers mE. Ainsi l’on peut 
prendre n assez grand pour que la différence entre mE, et mE soit aussi petite 
que veut. 

Appliquons a E, le lemme précédent. Nous recouvrons tout E, avec un 
nombre limité d’intervalles w. Ces intervalles constituent ainsi un domaine 
& intermédiaire entre E, et A; et l’on a, puisque tous les F (w) sont positifs, 


F(&) = SF (w) >0. 


Mais, dans ce raisonnement, on peut faire tendre simultanément mA et mE, 
vers mE , auquel cas la mesure, m&, du domaine intermédiaire tend aussi vers 
mE. Par conséquent, l’ensemble 6 ne différe de E que par des ensembles de 
mesure infiniment petite, sur lesquels F (qui est absolument continue) tend 


* Nous employons l’expression presque partout dans le sens de M. Lebesgue: elle signifie 
sauf dans un ensemble de mesure nulle. 


| 
| 
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vers 0, et nous avons, puisque F est aussi additive, 
F(E) =lim F(&) 20. 


30. Dépendance entre les signes des fonctions et de leurs nombres dérivés. 
Soient F (e) une fonction additive et absolument continue et E un ensemble 
de mesure non nulle: 1°. Si un nombre dérivé de F est presque partout de méme 
signe et non nul dans E, F (E) a le méme signe que ce nombre dérivé; 2°. Si, 
au contraire, un nombre dérivé est nul presque partout dans E, F ( E) est nul. 

Si un nombre dérivé, A, est positif dans presque tout FE, on peut assigner un 
€ assez petit pour que A soit > ¢ dans une portion FE, de E de mesure non nulle. 
Dans E;, la fonction F (e) — eme, ayant son nombre dérivé positif, est posi- 
tive. Done F(E,) > emE,. D’autre part, A étant positif dans presque 
tout E — E,, F(E — E,) est positif. Donec, en ajoutant, il vient 

F(E) > emk,. 
Ainsi F (E) a le signe de A. 

Si A est nul presque partout, F(e) + eme, ayant presque partout son A 
du signe de e, a le signe de € dans E quelque petit que soit ¢«. Donec 
F(E) =0. 

31. Dépendance entre les grandeurs relatives de deux fonctions et celles 


des nombres dérivés. Soient F (e) et @(e) deux fonctions additives et ab- 


solument continues, et E un ensemble borné: 1°. Si un nombre dérivé de F 
n'est pas inférieur dans presque tout E au nombre dérivé de méme espéce de o, 
F (E) west pas inférieur 4 @ (E); 2°. Si les deux nombres dérivés sont égaux 
dans presque tout E, F(E) = @(E). On suppose que les nombres dérivés 
considérés sont presque partout finis. 

Ces théorémes se raménent au principe fondamental (29) en observant que 
l’on a les relations suivantes entre des nombres dérivés supérieurs (D) ou 
inférieurs (D): 

D(F-¢)= 
DF — D¢. 


32. Théoréme réciproque. Si une fonction d’ensemble F (e), additive et 
absolument continue, est nulle sur toute portion d’un ensemble E, sa dérivée 
s’annule presque partout sur E. 

En effet, si la dérivée n’était pas nulle presque partout dans E de mesure 
pon nulle, £ contiendrait un ensemble E’ de mesure non nulle, oi un nombre 
dérivé serait partout de méme signe, et F ( E’) aurait ce méme signe. 

Nous utiliserons surtout ce théoréme dans le cas suivant: soit E un ensemble 
donné, la fonction ¢(e) = F (eE) est nulle dans toute partie de CE, donc 
la dérivée de F (eE) est nulle presque partout dans CE. 
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33. Théoréme. Soit E, l’ensemble des points oi un nombre dérivé , A, de F (e) 
est =0. Toute fonction F(e) additive et absolument continue, se partage 
dans la différence de deux fonctions de méme nature non négatives, par la formule 


F (e) = F (eE,) + F (eCE,). 


Je dis que F (eZ) est 20. En effet, F (eCE,) a sa dérivée nulle presque 
partout dans E,. Donc le nombre dérivé de F (eE,) est presque partout le 
nombre dérivé positif A de F dans F, et il est presque partout nul dans CE: 
en définitive, il est presque partout nul ou positif. On montre de méme que 
F(eCE,) =0. 

34. Densité d’un ensemble. Cette notion est due 4 Lebesgue qui l’a 
utilisée dans son Memoire cité de 1910 pour les ensembles a4 plusieurs dimen- 
sions. Voici comment nous définissons la densité d’un ensemble linéaire 
donné E. Considérons un ensemble variable e et formons la fonction d’en- 
semble, 


F(e) =m(eE), 
qui donne la mesure de e£. Les quatre nombres dérivés de cette fonction en 
un point « (appartenant ou non a E) sont les densités ( supérieures ou inférieures, 
& droite ou & gauche) de ensemble E au point x. Si elles sont égales, la densité 
est déterminée au point x. Nous représenterons une densité par DE, une 
densité supérieure par DE, une inférieure par DE. 

Il existe une relation de compléments entre les densités supérieure et inférieure 
(dans un méme sens) de deux ensembles complémentaires E et CE. On a, 
en effet, quel que soit l’intervalle infiniment petit w, 

m m(wCE) _ 


mw ma 


Done, si le premier terme tend vers sa plus grande limite, le second tend vers 
sa plus petite limite. Par suite, DE + DCE = DE + DCE =1. 

En particulier, si la densité de E est déterminée, celle de CE lest aussi et est 
égalea 1 — D(CE). 

Remarquons encore le théoréme suivant, qui est di 4 M. Lebesgue: 

La densité d’un ensemble E est déterminée presque partout. Elle est presque 
partout égale 4 1 dans E et a0 dans CE. 

En effet, la fonction F (e) = m(eE) est nulle dans toute partie de CE, 
donc sa dérivée est nulle presque partout dans CE. Pour la méme raison, la 
densité de CE est nulle presque partout dans E, donc la densité de E (qui 
est son complément) est égale 4 1 presque partout dans EL. 

35. Dérivée d’une intégrale indéfinie. L’intégrale indéfinie d’une fonction 
f (%) a pour dérivée f(x) presque partout. 

Soient a et 8 deux nombres rationnels quelconques (a < 8); désignons par 
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E., Vensemble des points od !’on a a <f <8. Je vais d’abord démontrer 
que les nombres dérivés de la fonction 


P(e) = f(x)dz 


sont compris entre a et 8 sur presque tout E,,. En effet, faisons la décom- 
position 

F (e) = F (eE.,) + F (eCE,,). 
La fonction F (eCE,, ) s’annule sur toute partie de E,,, donc sa dérivée est 
nuile sur presque tout E,,. Ainsi, sur presque tout E,,, les nombres dérivés 
de F (e) sont les mémes que ceux de F (eE,,), qui est intermédiaire entre 


am (eE qs ) et Bm 


Done ces nombres sont compris entre a et 8 aux points de E,, ov la densité est 1, 
c’est-d-dire presque tous. Remarquons maintenant que, si l’on considére 
toutes les combinaisons de deux nombres rationnels a, 8, on forme seulement 
une infinité dénombrable d’ensembles E,,. Donc, abstraction faite d’un 
ensemble de points de mesure nulle E,, les nombres dérivés de F (e) sont 
compris entre a et 8 sur n’importe quel ensemble E,,. II s’ensuit que, sauf 
aux points de £,, F(e) a pour dérivée f (x), car x appartient 4 des ensembles 
E,, ou @ et 8 sont aussi voisins qu’on veut de f (x). 

36. Théoréme. Une fonction d’ensemble additive et absolument continue a ses 
nombres dérivés finis presque partout et sommables, et elle est V'intégrale indéfinie 
de chacun d’eux. 

Ii suffit de considérer une fonction F (e) non négative. Soit DF l’un de ses 
nombres dérivés. Je dis qu’ilest sommable. Pour le prouver, je pose (DF), 
égal a DF ou an, selon que DF est = n ou = n, et je démontre que |’intégrale 
de (DF), est bornée quel que soit n, en observant que cette intégrale ne peut 
surpasser F , parce qu’elle a presque partout une dérivée (DF), non supérieure 
au nombre dérivé DF. 

Aprés avoir établi que DF est sommable, je dis que l’on a 


F =f (DF)adz, 


parce que les deux membres ont méme nombre dérivé DF presque partout. 
J’ai ainsi démontré l’identité des fonctions d’ensemble additives et absolu- 
ment continues et des intégrales indéfinies. 


6. FoNCTIONS ABSOLUMENT CONTINUES D’UNE VARIABLE 2. FONCTIONS 
D’ENSEMBLE QU’ELLES DEFINISSENT 


37. Position de la question. Soit f (2) une fonction continue de x dans un 
intervalle (a,b). Cette fonction de point définit immédiatement ce que |’on 
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peut appeler une fonction continue et additive d’intervalle. En effet, soit w 
un intervalle (a, 8) contenu dans (a, 6); la fonction f (x) permet d’attacher 
un nombre 4 cet intervalle: on pose 


F(w) = F(8) — F(a). 


‘ette fonction d’intervalle est é€videmment additive pour deux et, par suite, 
Cette fonction d’int lle est 

pour un nombre fini quelconque d’intervalles. Cela veut dire que, si l’on 
décompose w en intervalles consécutifs w’, w’’, ---, ona 


F(w) = + F(w”) 


Cette propriété permet d’étendre, sans ambiguité, la définition de la fonction 
d’intervalle F 4 tout ensemble & formé d’un nombre fini d’intervalles w. On 
définit F (€) comme étant la somme des valeurs F (w) sur chacun des inter- 
valles w (supposés non empiétants) qui composent &. 

La fonction F (&) est wne fonction absolument continue d’intervalle si F (&) 
tend vers 0 avec m&, quel que soit & formé d’un nombre fini d’intervalles. 
Dans ce cas, nous disons que f (2) est une fonction absolument continue de zx. 
Nous sommes alors naturellement conduits 4 nous poser la question suivante: 

Etant donnée une fonction de x absolument continue f (x), ou, ce qui revient 
au méme une fonction additive et absolument continue d’intervalle F (&) , existe-t-il 
une fonction d’ensemble mesurable quelconque, additive et absolument continue, 
et coincidant avec F (&) sur les intervalles ? 

38. La réponse est affirmative et la démonstration presque immédiate, grace 
l’absolue continuité. 

Tout ensemble mesurable E peut se décomposer comme il suit: 


dans un ensemble & formé d’un nombre fini d’intervalles et la différence e; — e2 
de deux ensembles de mesure infiniment petite.* En effet, on peut enfermer 
E dans un ensemble A formé d’une infinité dénombrable d’intervalles de maniére 
que mA soit infiniment voisinde mE. On peut alors prendre pour & un nombre 
fini d’intervalles de A, pour é; les intervalles restants, et l’on désigne par e2 
l’ensemble A (CE). 

Considérant la décomposition précédente, je dis que l’on peut poser 


F(E) = lim F(8). 


Pour le justifier, montrons que cette limite existe et est indépendante de la 
maniére plus ou moins arbitraire de former l'ensemble &. II suffit de prouver 


* Il est commode de faire reposer sur cette décomposition la démonstration des propriétés 
des ensembles mesurables. V. mon Cours d’Analyse, t. I, 3° édit. 
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que, si l’on considére une autre décomposition, analogue a la premiére, 
E=8& +e, 


la différence entre F (&) et F (&’) est infiniment petite. Or cela résulte des 
propriétés déja connues de F. L’ensemble commun 6 - 8’ s’obtient en re- 
tianchant soit de & soit de &’ un nombre fini d’intervalles dont la somme est 
infiniment petite (puisque m&, m&’ et m&&’ tendent tous trois vers mE); 
done F (&) et F (&’) sont infiniment voisins de F (&8&’) et, par suite, l’un de 
l’autre. 

1°. La fonction F (E) ainsi définie est additive pour deux (done pour un 
nombre limité) d’intervalles. En effet, si E et E’ (sans points communs) sont 
respectivement les limites de & et &’ formés d’un nombre fini d’intervalles, 
la fonction est additive pour 6 et &’ formés d’intervalles mais pouvant empiéter, 
de sorte que l’on a 


F(6)+ F(8&) = F(&+ 68’) — F(&’); 
et, A la limite, il vient, en observant que m&&’ tend vers 0 (car mEE’ est nul), 
F(E)+ =F(E+E’). 


2°. La fonction F(E) est encore additive pour une infinité dénombrable 
d’ensembles. En effet, soit E une somme 
d’ensembles sans points communs. Posons Ry = Enyi + Enyo +--+; il vient 


F(E) En) + F(R). 


Faisons tendre n vers l’infini; mR, , et F (R,) avec lui, tendent vers 0, ce qui 
prouve la proposition. 

3°. La fonction F (E) est absolument continue. En effet, si mE est < 6, 
E est la limite d’un ensemble & de mesure < 6. Donec, si F (&) est de module 
< «sur & de mesure < 5, F (E£) est aussi de module < € si mE est < 6. 

39. Il suit de la que toute fonction absolument continue, f (x), définit une 
fonction d’ensemble, F (EF), additive et absolument continue, dont les nom- 
bres dérivés sont, par définition, les nombres dérivés de f(x). On peut 
appliquer a cette fonction toutes les formules du paragraphe précédent. 

Si nous prenons, en particulier, comme ensemble E un intervalle (a, x), 
nous obtenons le théoréme suivant: 

Théoréme. Si f (x) est une fonction absolument continue de x dans un inter- 
valle (a, b), ses nombres dérivés sont sommables dans cet intervalle. Si l'on 
désigne par A l'un deux, on a 


(1) f(2)-f(a) = Adz. 


| 

| 

| 
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De plus, f(x) a une dérivée presque partout dans Vintervalle (a, b); si l'on 
désigne cette dérivée par f' (x) et si l’on convient de la considérer aux seuls points 
ow elle existe (autrement dit, de la remplacer par 0 aux autres points), on peut 
écrire 


(2) = (2) ae. 


Enfin, étant donnée une fonction continue f (x) admettant le nombre dérivé A, 
la condition nécessaire et suffisante pour que A soit sommable et satisfasse 4 la 
relation (1) quel que soit x, est que f(x) soit absolument continue dans l’in- 
tervalle (a,b). 

Ce théoréme ne fait que résumer ceux du paragraphe précédent. La néces- 
sité de la continuité absolu résulte de ce que le second membre de (1) est une 
fonction absolument continue. C’est sous cette forme que les théorémes ont 
été publiés par M. Lebesgue dans ses Lecons sur l’intégration en 1904. 


7. FONCTIONS MAJORANTE ET MINORANTE. TRANSFORMATION DES INTE- 
GRALES DEFINIES 


40. Propriétés des fonctions absolument continues d’une variable 7. 
Rappelons que la fonction f (2) est absolument continue quand la fonction 
d’intervalle (a, 8) ou w qui s’y rattache, 


F(w) =f(8) —f(e), 
est elle-méme absolument continue. 

Nous aurons 4 utiliser les propriétés suivantes, d’ailleurs trés élémentaires, 
de ces fonctions: 

1°. La somme fi+fe+--- dun nombre limité de fonctions absolument 
continues de x est absolument continue. 

En effet, soient F,, F:, --- les fonctions absolument continues d’intervalle 
définies respectivement par fe, ---; la somme F; + + --- est la fonction 
d’intervalle définie par fi + fe + --- et elle est absolument continue. 

2°. Le carré d’une fonction absolument continue, f (x) , est absolument continue. 

En effet, f ? définit la fonction d’intervalle: 


=f?(B) —f?(a) =[f(8) +f(a)] F(e). 
Soit M le maximum absolu de f (2); on a 


Donec, F étant absolument continue, l’est aussi. 
3°. Le produit f, fo de deux fonctions de x absolument continues est une fonction 
absolument continue. Cette propriété revient aux précédentes par la relation 


fife = (faith) —fi- fi. 
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4°. Une fonction & nombres dérivés bornés de fonction absolument continue est 
absolument continue. 

Il faut entendre par la que si f (¢) est fonction 4 nombres dérivés bornés 
de ¢ dans (A, B), tandis que ¢ est fonction absolument continue de 2 et 
varie dans (A, B) quand z varie dans (a, 6), alors f (¢) est une fonction 
absolument continue de x dans (a, b). 

Dans notre hypothése, les différences correspondantes de f et de ¢ sont dans 
un rapport borné. Alors une somme de différences de f tend vers 0 avec une 
somme de différences de z et le théoréme précédent se vérifie de suite comme il 
suit: Considérons ux ensemble d’intervalles (a, 8) de z tel que 2 (8 — a) 
tende vers 0. Comme ¢ est absolument continue, la somme des différences 
|¢(8) — ¢(a) | tend vers 0, donc aussi celle des différences correspondantes 


— flo 


5°. Une fonction absolument continue de fonction absolument continue et 
monotone est absolument continue. 

La démonstration est analogue a la précédente. On observe seulement 
que les intervalles [¢ (a), ¢(8)] sont non empiétants en méme temps que 
les (a, 8). Alors la somme des différences ¢ (8) — ¢(a) et celle des dif- 
férences f[¢(8)]—f[@(a@)] tendent simultanément vers zéro avec 
= (8 — a), en vertu de la continuité absolue.* 

6°. Une série convergente de fonctions d’ensemble positives et absolument 
continues dans un intervalle (a, b), est une fonction d’ensemble absolument con- 
tinue. 

Soit e l’ensemble variable dans (a,b). La série est uniformément conver- 
gente, car tous les termes sont maximés et positifs quand e embrasse tout 
(a,b). Done, tous les termes tendant vers 0 avec me, la somme de la série 
tend en méme temps vers 0, de sorte que la continuité est absolue. 

41. Fonctions majorantes et minorantes. J’ai introduit la considération 
de ces fonctions dans la deuxiéme édition de mon Cours d’analyse (1909) et 
j’ai basé toute la théorie sur leurs propriétés. J’ai procédé autrement ici. 
Je vais reprendre maintenant la définition de ces fonctions, mais en lui donnant 
une forme nouvelle, plus complete et plus précise, qui va se montrer avantageuse 
dans la question du changement de la variable d’intégration. 

Soit d’abord f (x) une fonction non négative, sommable dans l’intervalle 
(a, b), ensuite e un ensemble quelconque mesurable, contenu dans (a, b). 


Formons l’intégrale 


F (e) = 


* Tl est inexact de dire, comme je I’avais fait dans mon Cours d’analyse, t. I, 3° édit, qu’une 
fonction absolument continue de fonction absolument continue soit absolument continue. 
Cette erreur m’a été signalée par M. Dunham Jackson. 


f 

it 
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On peut définir deux fonctions d’ensemble, 6,(¢) et 62(e), absolument 
continues, non négatives, et telles que, quelque grand que soit le nombre 
positif n, les deux fonctions: 


Fi(e) =F(e) +, = F(e) 


62 (e) 

n 
aient, la premiére tous ses nombres dérivés égaux ou supérieurs 4 f (x) en chaque 
point od f (xz) a une valeur finie, la seconde tous ses nombres dérivées égaux ou 
inférieurs a f (x) en chaque point sans exception. Ces deux fonctions F; (e) 
et F;(¢), aussi voisines que l’on veut de F (e) par excés ou par défaut re- 
spectivement, sont les fonctions majorante et minorante relatives & F (e). 

Je vais donc montrer comment on peut construire les deux fonctions 4; 
et 65 

La fonction F (e) a presque partout f (2) comme dérivée finie et unique. 
Soit E l’ensemble de mesure nulle des points de (a, b) ot cette condition n’a 
pas lieu. Donnons-nous une série positive convergente €, + €: + +--+ + €n 
+ +++. Nous pouvons enfermer E successivement dans des ensembles d’in- 
tervalles A, puis As, --- An, «++ de telle sorte qu’on ait, quel que soit n, 


mA, + F (An) < €n, 


car, E étant de mesure nulle, la mesure de A, peut étre rendue aussi petite que 
l’on veut, et, comme F est absolument continue, F (A, ) est aussi petit qu’on 
veut avec mA,. 

Ayant satisfait 4 la condition précédente, je dis que l’on peut définir 6; (e) 
et 62(e) par les séries convergentes de fonctions absolument continues et 
positives: 


6; (e) (eA,), 62 (e) = > F(eAn). 


Ces deux fonctions sont positives, elles sont inférieures 4 €: + € + ---, 
enfin elles sont absolument continues (par le dernier théoréme du N° précé- 
dent). Il] est immédiatement apparent que 6; (e¢) a une dérivee infinie positive 
en tout point de EZ, auquel cas la fonction 
Fi(e) = F(e) 
a aussi une dérivée infinie positive, donc supérieure 4 f (2) aux points ot 
f (2) est finie. D’autre part, aux points de CE, F (e) a pour dérivée f (x) 
et F,(e), qui est = F(e), a une dérivée =f (x). La fonction F; (e) est 
donc bien la majorante indiquée. 

Pour montrer que F; (e) est minorante, on observe que, Ai, Az, +++ Ant 
contenant tous A,, ona 


2(e)= > F (edn) = nF (eAn); 


464 C. DE LA VALLEE POUSSIN: [October 


et, par conséquent, 
F,(e) = F(e) — F(eAn) = F(eCAn). 


D’aprés cela, les nombres dérivés de F, (e) ne surpassent pas ceux de F(e-CA,). 
Aux points de E, qui sont tous dans |’intérieur d’vn intervalle de A, ot 
F (e - CA,) s’annule et sa dérivée conséquemment aussi, les nombres dérivés 
de F,(e) sont = 0, done =f(a2). Aux autres points, F (e) a pour dérivée 
f(z), et Fo(e) a une dérivée égale ou inférieure 4 celle de F (e), done 
= f(a), ce qui prouve la proposition. 

Les résultats précédents s’étendent immédiatement au cas oti f (x) et F (e) 
sont non positifs. En effet, si l’on construit comme ci-dessus les majorante, 
— F,(e), et minorante, — F,(e), relatives A — F(e) qui est non négatif, 
les majorante et minorante relatives a F (e) sont évidemment F; (e) et F2 (e), 
mais la minorante n’a ses nombres dérivés =f (2) qu’aux points ot f (x) 
est finie. 

Passons au cas général ot f (2) désigne une fonction sommable de signe 
variable. Dans ce cas, f est la différence f; — f2 de deux fonctions non néga- 


tives. Soit 
F (e) =f far = f fede. 


La majorante relative a F est la somme des majorantes relatives aux intégrales 
de f; et — fz; la minorante, la somme des minorantes relatives aux deux mémes. 
intégrales. De la, le théoréme suivant: 

Soit f (x) une fonction sommable et soit 


F (e) = f(x) de 


son intégrale indéfinie. On peut définir deux fonctions positives et absolument 
continues, 0,(e) et 02(e), jowissant des propriétés suivantes: si l'on forme les 


deux fonctions: 


A; (e) 


F,(e) = F(e)+——*, Fa(e) = F(e) 22 


n 


ou n désigne un nombre positif aussi grand qu’on voudra, la fonction F, (e) a tous 
ses nombres dérivés = f (x) en chaque point ou f (x) n’est pas infinie positive, 
la fonction F.(e) a les siens = f (x) en chaque point ou f (x) n’est pas infinie 
négative. Ces deux fonctions sont les majorante et minorante relatives a F (e). 
Elles sont aussi voisines que l’on veut de F (e), par exces ou par défaut respec- 
tivement, & condition d’attribuer une valeur suffisamment grande an. 

Nous ferons encore observer que, dans la définition des fonctions majorante 
et minorante, on peut remplacer 6; et 62 par une seule et méme fonction 6, 
prise égale 4 0; + @2. 


1915] SUR L’INTEGRALE DE LEBESGUE 465 


Nous appliquerons, en particulier, le théoréme précédent au cas oi |’intégrale 
est étendue a un intervalle (z»,z). L’ensemble e des considérations précédentes 
devenant maintenant cet intervalle qui dépend de x, les fonctions F, Fi, F: 
et 6 deviennent des fonctions de z, mais cela ne change pas la définition des 
nombres dérivés. Le théoréme précédent prend alors la forme suivante: 

Etant données une fonction sommable f(x) et son intégrale, & savoir 


F(z) = dz, 


on peut définir une fonction 6 (x), absolument continue et non décroissante, telle 
que, n étant aussi grand qu’on veut, les deux fonctions: 


Pi(z) = F(z) = F(a) 


aient: la premiére, tous ses nombres dérivés =f (x) en chaque point ow cette 
derniére fonction n’est pas infinie positive; la seconde, les siens = f (x) en chaque 
point ow cette fonction n’est pas infinie négative. Ces fonctions F, et F2 sont les 
majorante et minorante relatives F . 

La considération des majorante et minorante est précieuse dans beaucoup 
de questions. Nous allons nous en servir ici pour établir trés simplement la 
formule du changement de variable dans une intégrale étendue a un intervalle. 

42. Changement de la variable d’intégration.* Soit f(a) une fonction 
bornée dans un intervalle (a, b). Supposons que |’on pose 


x= ¢(t), 


ou ¢ (t) est une fonction absolument continue de ¢ qui varie de 2 a x, sans 
sortir de l’intervalle (a, b), quand varie det) ait. Je dis que l’on aura, sans 
aucune autre condition, 


[sera - war, 


l’intégrale en ¢ s’étendant aux seuls points od ¢’ (¢) existe, c’est-d-dire presque 
tous. 


Posons, en effet, 
o(t) 


70 


Comme F (2) est une fonction 4 nombres dérivés bornés et que, par suite, 
@ (t) est une fonction absolument continue de ¢ (qui s’annule pour t = fo), 


* J’ai énoncé ce résultat, mais dans une forme trop générale, dans mon Cours d’analyse, t. I, 
3° édition, 1913. La démonstration exposée ici est beaucoup plus simple et je rectifie l’erreur 
qui m’a été signalée par M. Dunham Jackson (Voir la Note, p. 462). 


‘ 


{ 
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on a immédiatement 
F(x) = @(t) -{ (t) dt. 
to 
Il reste seulement 4 montrer que l’on a presque partout 


(t) =f(o)¢' (t). 


Cette relation a certainement lieu dans tout intervalle ot ¢ (t) serait constant, 
car ® (¢) le serait aussi, donc ¢’ et ®’ seraient nuls tous deux. Nous pouvons 
donc écarter les points ¢ qui tombent dans un tel intervalle et admettre que, 
quand l’accroissement At tend vers 0, A¢d n’est jamais définitivement nul. 

Ceci entendu, revenons 4 la formule 4 démontrer ®’ = fg’. Considérons 
les majorante et minorante relatives 4 F (x), a savoir 


Fi(z) =F(z)+20(2),  Fe(2) = F(x) —+0(2). 


Les nombres dérivés de F seront = f et ceux de F2 seront = f , qui est supposée 
finie. Posons 


@,(t) = F,(¢) =0+2, 
(t) = 0(¢), 


Les fonctions 8, ©; et . sont absolument continues et ont des dérivées 
uniques et finies aux points oi ¢, ® et @ ont de telles dérivées, c’est-d-dire 
presque partout. Placons-nous en l’un de ces points; désignons par ¢ un 
nombre positif arbitraire; donnons 4 ¢ un accroissement At tendant vers 0, 
mais de maniére que A¢ (ou Az) ne soit pas nul; et considérons les deux égalités: 


Ae, Ad (AF; Ad 
A®, Ad (AF: Ad 


Quand At et Ax tendent vers 0, AF,/Az finit par surpasser f — ¢ et AF2/Az 
devient < f +, puisque F, et F2 sont majorante et minorante et que f est 
finie. Donec les seconds membres des deux égalités sont de signes contraires, 
et, par conséquent, les limites des premiers membres ne peuvent étre de méme 
signe. Ces limites sont respectivement 


— fe +e’ = fo 


, , 6 
&, — fo’ — ef! = — fo’ —— — 
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Elles ne sont pas de méme signe, quelque grand que soit n et quelque petit que 
soite. Or cecin’a lieu que si ®’ — fo’ = 0, ce qui est la relation 4 démontrer. 
43. Corollaire.* Si x décrit un ensemble E, de mesure nulle quand t décrit 
un ensemble E, de mesure non nulle, ' (t) est nul presque partout dans E,. 
Soit e (2) la fonction caractéristique de l’ensemble E,, donc égale 4 1 dans 
E, et 80 en dehors. On a, quel que soit ¢ 


0 = dx = feo wma. 


Donc la dérivée de cette derniére intégrale est nulle. Mais la dérivée est 
presque partout e(¢)¢’(t). Done ce produit est nul presque partout et, 
comme e(¢) = 1 dans £;, il faut que @’ soit nul presque partout dans E;,. 

44. Cas ou f(x), non bornée, est seulement finie et sommable dans 
(a, 6). La formule du changement de variables suppose f (2) bornée. 
Considérons maintenant le cas ot f (x) est seulement finie et sommable dans 
(a, 6). Supposons encore ¢(t) absolument continue, et demandons-nous 
dans quel cas la formule de substitution 


[sera =f 


subsiste. 
Si l’on se reporte 4 la démonstration antérieure, on verra qu’elle s’appuie 
sur la seule hypothése que la fonction 


p(t) 
® (t) f(x) dex 


est absolument continue. Telle est donc la condition générale pour que la 
formule de substitution soit applicable. 

Cette condition sera réalisée, en particulier, si la fonction ¢ (t¢) , supposée 
absolument continue, est, en outre, monotone (N° 40, 5°); et, plus générale- 
ment, si l’intervalle (a, b) se partage en plusieurs autres oi cette condition a 
lieu. Mais voici une condition plus générale: 

Si @ (t) est absolument continue, la formule de substitution subsiste pourvu que 
la fonction f (@) o’ de t soit sommable dans (to, t). 

Il suffit de prouver ce théoréme pour une fonction f positive. Soit alors f, 
une fonction égale 4 f ou 4 n selon que f est S ou >. Ona, sans difficulté 


pour f, qui est borné, ’ 
f fade =f 


~~ * Dans mon Cours d’analyse cité, j’ai déduit le théoréme général de ce cas particulier. C’est 
la démonstration du théoréme énoncé ici comme corollaire qui était trop longue. Je signale 
que M. B. Porter, de l’Université de Texas, m’a signalé par lettre une démonstration directe 


beaucoup plus simple de ce théoréme. 
Trans. Am, Math, Soc, 31 


4 

| | 

| 
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Faisons tendre n vers |’infini, la fonction f, ¢’ reste inférieure en valeur absolue 
a f|’| qui est positive et sommable. On peut donc passer 4 la limite sous le 
signe |, ce qui prouve la proposition. 

Cas ou f n'est pas finie. Le raisonnement précédent subsiste si f(x) est 
sommable mais non fini. Seulement en un point od @¢’ est nul, la limite de 
fn’ Vest aussi pour 7 infini. La formule de substitution subsiste donc lorsque 
fo’ est sommable, a condition d’annuler le produit f¢’ avec ¢’ méme aux points 
oi f est infinie. 


8. FoNCTIONS D’ENSEMBLE MESURABLE (B) CONTINUES ET ADDITIVES 


45. Définitions. I] ne peut étre question et il ne sera question, dans le 
paragraphe actuel, que d’ensembles mesurables (B). Ces ensembles seront 
supposés bornés et compris dans un intervalle (a,b). Nous considérons une 
fonction f (e) définie sur de tels ensembles. 

La fonction f (e) est continue si elle est infiniment petite sur tout ensemble 
de diamétre infiniment petit. 

Elle est additive si sa valeur sur ¢, somme d’un nombre fini ou d’une infinité 
dénombrable d’ensembles e’ , e’’, - - - sans points communs est égale a la somme 
des valeurs de la fonction sur chaque partie. 

Elle est bornée si sa valeur absolue ne peut surpasser un nombre fixe. 
Il est clair qu’une fonction d’ensemble, qui est continue et additive dans un 
intervalle (a, b), est bornée dans cet intervalle. 

En effet, puisqu’elle est continue, elle est bornée sur tout intervalle d’ampli- 
tude suffisamment petite et l’on peut partager (a, b) en un nombre limité 
d’intervalles d’amplitude suffisamment petite. 

46. Théoréme. Une fonction f(e) continue et additive est la différence de 
deux fonctions de méme nature, non négatives. 

Donnons-nous un ensemble E. La fonction f (e) admet une borne supér- 
ieure quand e désigne une partie (variable d’une maniére quelconque) de LE. 
Cette borne sera = 0, car f (e) tend vers 0 avec le diamétre de ¢, et est supposé 
nul au cas ot ¢ ne contient plus aucun point. Désignons cette borne supérieure 
par 

On s’apercoit immédiatement que ¢ ( £) est une fonction de E non négative 
et continue. 

La fonction ¢ (£) est aussi additive. 

En effet, soit E = e’ +e’ +--+ une somme d’ensembles sans points 
communs. Désignons par 8’, 6’’, --- des portions variables de e’, e’’, ---. 
Considérons la relation 


+8" +---) 
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On peut faire varier &’, &’, --- de maniére a faire tendre 4 volonté, soit le 
premier membre, soit le second, vers sa borne supérieure. Donc ces bornes, 
ne pouvant se surpasser |’une |’autre, sont égales, c’est-d-dire que 


=o(e') +(e’) +-:-. 


Il suit des propriétés précédentes que f (e) est la différence des deux fonc- 
tions: 


o(e) et o(e)—f(e), 


toutes deux continues, additives, bornées et non négatives. 
La somme de ces deux fonctions, 


F (e) = 2¢(e) —f(e), 


est également continue, additive, bornée et non négative. Sa valeur est au 
moins égale a la valeur absolue def (e). Ondonne a F (e) le nom de variation 
totale de f (e) dans l’ensemble e. Les deux parties ¢(e) et d(e) —f (e): 
sont les variations positive et négative respectivement. 

47. Théorémes sur les limites. Soit --- une suite illimitée d’en- 
sembles, chacun contenu dans le suivant; ensuite f (e) une fonction continue, 
additive et bornée; on a, quand n tend vers l’infint, 


lim f 
Si, au lieu de cela, chaque ensemble e, est contenu dans le précédent, on a 


lim f (en) =f (eres 


et, en particulier, si les e, sont sans point commun, 
lim f (en) = 0. 


Considérons d’abord le premier cas. Soit el’ensemble somme e; + e2 + ---. 
On a 


€ — en = (Cntr — Cn) + — + 


Ainsi le second membre est le reste d’une série convergente, et il tend vers 0 
quand n tend vers l’infini. Done limf(e,) =f(e). 

La seconde proposition se raméne a la premiére. En effet, en vertu de la 
propriété additive, il suffit d’établir la relation entre les complémentaires 


lim f (CE,) 


ce qui rentre dans la premiére proposition. 
Plus généralement, soit €2, €n, wne suite illimitée d’ ensembles ayant 
une limite unique E (N° 1); ona 


f(£) = limf (en). 


} 
| 
| 
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Il suffit de faire la preuve pour une fonction f non négative. On peut alors 
imiter la démonstration donnée (N° 2) pour prouver que mE est la limite 
de me,. Nous ne nous servirons pas de cette derniére propriété. 

Il y a lieu d’observer que les propositions précédentes définissent un procédé 
analytique qui permet. de calculer f(E) sur tout ensemble mesurable (B) 
quand on connait la valeur de f(£) sur les intervalles. En effet, si l’on 
connait le procédé de construction de E a partir des intervalles, on en déduit 
le moyen de calculer f (E), de proche en proche, par des passages a la limite 
consécutifs. Il suit de la que f(£) est complétement défini par ses valeurs 
sur les intervalles. Nous allons d’ailleurs retrouver cette propriété d’une 
autre maniére en considérant le cas ot f est non négatif. Dans cette hypothése, 
le théoréme suivant fournit une définition de f (£) qui est trés utile dans les 
démonstrations. 

48. Définition de f (£) non-négatif. Swpposons la fonction f non-négative. 
Soit E un ensemble. Nous pouvons l’enfermer dans un ensemble A formé d’une 
infinité dénombrable d’intervalles. Alors f (E) est la borne inférieure de f (A) 
sur tous les systémes A possibles contenant E . 

Puisque la fonction est non-négative et que E est contenu dans A, on a 
d’abord f(A) =f(£). II suffit de prouver que la borne inférieure de 
f (A) ne peut étre plus grande que f (£). 

Cette propriété est immédiate si E est un ensemble de la premiére classe 
(formé de points et d’intervalles), car elle résulte dans ce cas de la continuité 
de f. Pour établir la propriété en général, il suffit done de prouver qu’elle 
subsiste pour une classe d’ordre a, si elle est vraie pour les classes d’ordres 
moindres. Pour faire cette démonstration, considérons d’abord deux cas 
particuliers. 

Si E est le produit, P = E, E, ---, d'une infinité d’ensembles de classes 
d’ordres moindres, nous désignons par P,, le produit des n premiers facteurs. 
C’est un ensemble de classe d’ordre < a, de sorte que nous avons, par le 
théoréme précédent, 


f(£) =limf(P,). 


Mais P,,, étant de classe d’ordre < a, peut, par hypothése, étre enfermé dans 
un ensemble d’intervalles, A, , de maniére que l’on ait 


1 
f(An) —f (Pr) < 
Il vient donc, ce qui prouve la proposition, 


lim f (An) a lim f (Px) =f(£). 


Le second cas particulier est celui ot E est la somme, S = £,; + E.+---, 
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d’une infinité d’ensembles de classes d’ordre < a. On peut d’ailleurs supposer 
ces ensembles sans points communs, car, en soustrayant de chaque ensemble 
E,, ceux qui précédent, la différence est encore d’ordre <a. Dans cette 
hypothése, nous avons 


f(E) =f( Fi) +f(F2) 


Soit « un nombre positif aussi petit qu’on veut, somme d’une série positive, 


Nous pouvons enfermer successivement E2, 
dans des ensembles d’intervalles, A; 42, --- de maniére a avoir 

f(A1) <f(Ai)ta, f(A.) +e, 
Mais alors E est enfermé dans l’ensemble d’intervalles 4 = A; + 42+ --- 


et l’on a (les A, pouvant d’ailleurs empiéter) 
f(A) Sf(A1) +f (42) + 
+--- Sf(E) +e. 


Done, ¢ étant arbitraire, la borne inférieure de f (A) ne peut surpasser f (FE). 
Considérons enfin le cas général ot E s’exprime au moyen d’ensembles 
d’ordres < a par la formule de structure (N° 3) 
E =S' P’+ 8" P” +.---, ou, en abrégé, [SP]. 
Désignons par [ SP, ] ce que devient E quand on borne chacun des produits P 
de la formule a ses n premiers facteurs. Alors E est le produit des ensembles 
[SP,],[SP2], ---, chacun contenu dans le précédent, de sorte que l’on a 


f(E) = lim f SP, ]. 


Comme E est contenu dans [ SP, ], on est ramené a prouver que l’on peut 
enfermer [| SP, ] dans un ensemble d’intervalles A, tel que f(A) surpasse 
aussi peu qu’on veut f[SP,]. Mais ceci résulte de la démonstration faite 
dans le cas particulier qui précéde. En effet, désignons par [S,, P,] ce que 
devient [| SP, ] quand on borne chaque somme S 4a ses m premiers termes, nous 
aurons 


[SPr] Pr) + (82 + 


de sorte que [SP,] est la somme d’une infinité d’ensembles d’ordres < a. 
49. Corollaire I. Soient f(e) wne fonction continue et additive, de signe 
quelconque, ensuite E un ensemble donné. On peut enfermer E dans un systéme 
d’intervalles A de maniére que f (A) différe aussi peu qu’on veut de f (E). 
En effet, soit F (e) la variation totale de f dans e. On peut, en vertu du 
théoréme précédent, enfermer E dans A de maniére que |’on ait, quel que soit 
positif donné, 


F(A) —F(E) =F(A-E) <eé; 
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auquel cas on a a fortiori 
If(A) -f(E)| =|f(A E)| <e. 


50. Corollaire II. Si deux fonctions f;(e) et fe(e), continues et additives, 
sont égales sur tout intervalle, elles restent égales sur tout ensemble mesurable (B). 

En effet, leur différence @¢ = f; — f2, est une fonction continue et additive. 
Elle est nulle sur tout intervalle, done sur tout systéme A d’intervalles, donc 
sur e, car on peut faire tendre ¢(A) vers ¢(e). II résulte de la qu’wne 
fonction continue et additive d’ensemble mesurable (B) est complétement définie 
si elle est définie sur les intervalles. 

Aprés ces généralités, nous pouvons passer 4 l'étude des nombres dérivés 
de la fonction. 

51. Théoréme. Une fonction f (e) , continue et additive, a ses nombres dérivés 
finis presque partout et sommables (Lebesgue). 

Comme les nombres dérivés de f (e) ne peuvent surpasser en valeur absolue 
ceux de Sa variation totale F (e¢), il suffit de faire la démonstration pour cette 
derniére fonction qui est non-négative. 

Soient A un nombre dérivé de F, ensuite A, un nombre égala A ou a 
n selon que Aest = ou=n. Formons la fonction minorante ¢2 (x) , relative 
a lintégrale étendue l’intervalle (a,x) ouw, 


f dx - dz. 


La différence F (w) — 2 (2x) est une fonction de x dont le nombre dérivé 
(de méme espéce que A) n’est pas négatif. Donec, d’aprés une propriété 
classique des nombres dérivés (considérés dans un intervalle), cette fonction 
n’est pas décroissante, donc elle n’est pas négative pour 2 > a; et l’on a, a la 
limite, 

F(w) 2 lim ¢@2 (2) = f A, dz. 
Done, cette derniére intégrale étant bornée par le premier membre quand n 
tend vers l’infini, A est sommable. 

52. Quelques lemmes préliminaires.—I. Soit f(e) continue et additive. 


Si l'un de ses nombres dérivés, le méme partout, A, ne devient pas infini négatif 
dans un intervalle (a, 8B) ou w, ona 


f(w) = fade. 


Soit, en effet, (a, zx) ou w’ une portion variable de l’intervalle (a, 8). Con- 
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struisons la fonction minorante ¢2 (x) relative a l’intégrale 


Adz. 


La différence f (w’) — ¢2(2) est une fonction de x dont le nombre dérivé 
(de méme espéce que A) n’est pas négatif dans w. Done cette fonction est 
non décroissante dans w. Alors il en est de méme pour la fonction (limite de 


la précédente) 
f (w’) -f Adz = f (w’) f ade, 


f (w) f Ade =o, 


c’est a dire que 


II. Soient f (e) continue et additive, E, l'ensemble de mesure nulle ou l'un 
(toujours le méme) de ses nombres dérivés est infini négatif. Enfermons E, (au 
sens étroit) dans un ensemble A d’intervalles. Soit CA le complémentaire de A. 
Nous avons, pour tout intervalle w , 


f(w- C4) = ff 


Soit F (e) la variation totale de f dans e; posons 
=f(e-CA)+F(eA). 


Je vais d’abord montrer que cette fonction ¢@ ne peut avoir son nombre dérivé 
A (¢) infini négatif. On a, en effet, quel que soit l’ensemble e, 


o(e)=f(e-CA)+f(eA) =f(e); 
A(¢) ZA(f). 


Il s’ensuit que A(@) ne peut étre égal A — © qu’en un point ot A (/) est 
a fortiori égal A — »~,doncenun point de E. Or un point de E£ est intérieur 
a un intervalle de A ot f (e - CA) est nul et od ¢ (e) se réduit a F (eA) eta, 
par conséquent, les mémes nombres dérivés (essentiellement positifs) que F. 
Donec A (@) ne peut pas étre égal A — 

Nous pouvons donc appliquer le lemme précédent pour tout intervalle w. 
Il vient ainsi, eu égard A A(¢?) 2A(f), 


ce qui entraine 


=f 


Cette formule, vraie pour un intervalle w, subsiste pour un ensemble somme 
d’intervalles, car il n’y a qu’a additionner les résultats pour chaque intervalle 
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de cet ensemble. Ainsi, soit A, l’ensemble des n premiers intervalles de A; 
son complémentaire CA, est formé aussi d’intervalles; on peut donc remplacer 
w par w - CA, dans la formule précédente. Si l’on fait alors tendre n vers 
l’infini et qu’on passe 4 la limite, il vient 


= lim f A(f) de =f Adar. 


Comme CA, contient CA, l’ensemble CA - CA, revient 4 C/A; on a done 
@(w-CA,) =f(w-CA)+F(w-A-CA,). 


Quand n tend vers l’infini, ensemble A - CA, se réduit constamment et 
tend vers l’ensemble A-CA qui ne contient plus aucun point; donc 
F(w-+A-CA,) tend vers 0. La derniére inégalité se réduit ainsi a celle a 
démontrer, a savoir 


f(w-CA)= Adz. 


wCA 


III. Soit f (e) continue et additive, ensuite E, l'ensemble des points or l'un, 
toujours le méme, A, de ses nombres dérivés est infini négatif; on a, dans tout 
intervalle w, 


f(w) =f (wE) + f Adv. 


En effet, enfermons E; dans un ensemble d’intervalles A; nous avons, par 
le lemme précédent, 
f(w) =f(wA) +f(wlA) =f (wA) +f Adz. 
wCA 


Mais £; est de mesure nulle et nous pouvons faire tendre mA vers 0 de maniére 
que f (wA) tende vers f (wE,) (N° 49). Il vient ainsi, a la limite, 


f(w) =f (wks) + f Adz. 


IV. Soit f (e) continue et additive, ensuite E, Vensemble des points oi l'un, 
A, de ses nombres dérivés est infini négatif; on a, pour tout ensemble e mesurable 


(B), 
f (e) = f (eE;) + f Ade. 
En effet, considérons la fonction 


=F (6) f Adz. 


Elle est continue, additive et bornée. Elle n’est négative sur aucun intervalle 


| 
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w, en vertu du lemme précédent; donc elle n’est négative sur aucun systéme 
A d’intervalles, donc elle ne l’est pas non plus sur un ensemble e, car on peut 
faire tendre ¢ (A) vers ¢(e). 

53. Théoréme. Soit f (e) continue et additive. Désignons par E’ l'ensemble 
des points o& ses nombres dérivés sont infinis positifs tous les quatre ensemble, 
par E"’ Vensemble des points oi ces mémes nombres sont infinis négatifs tous les 
quatre ensemble. Soit enfin e un ensemble mesurable (B). On a 


f(e) =f (eE’) + f Adr, f(e) =f(eE”) + f sar. 


Démontrons d’abord la seconde inégalité. Désignons par Fi, E2, Es, 
E,, les ensembles de points ot chacun des quatre nombres dérivés de f , 4 savoir 
A,X, A’, ’, est infini negatif; on a, en appliquant le lemme IV qui précéde 
ar, 

f(e) =f (eE2) + f raz. 


Faisant ici e = eX, il vient, cet ensemble étant de mesure nulle, 
f(eE,) =f (ek Ex). 


Ainsi la formule du lemme IV donne a fortiori 


f(e) =f (ek: Ez) + f ade. 


Le méme raisonnement peut se faire sur les nombres dérivés A’ et d’, et il 
conduit a la formule 


f(e) =f (eEs Fs) + f sae. 


Faisant ici e = e£, E, (de mesure nulle), il vient 
f (ek, E2) =f (ek, E, E; Ey) = f (eE”’) 


Ainsi, la formule avant-précédente devient a fortiori 


f(e) =f (eE”) + f Adz. 


La seconde inégalité du théoréme est ainsi établie. Mais la premiére inégalité 
n’est pas réellement distincte de la seconde. Elle s’y raméne en remplacant 
la fonction f par — f, ce qui remplace A par — A.* On applique la seconde 
négalité 4 — f. Changeant alors les signes des fonctions et le sens de |’in- 
égalité, on obtient la premiére inégalité du théoréme. 


* Car A est un quelconque des nombres dérivés. 
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54. Corollaire. Sz l'ensemble e ne contient aucun point de E’ ni de E"’, ona 


f(e) = Ade. 


En effet, les deux inégalités du théoréme précédent se réduisent a 


f (e) = fade, f(e) = 


ce qui exige l’égalité. 

55. Théoréme. Soit f(e) continue et additive; ensuite E l'ensemble des 
points ou f (e) a une dérivée unique mais infinie de signe déterminé. On a, sur 
tout ensemble e mesurable (B), 


f(e) =f(ek) + [ sar. 
En effet, on a 


f(e) =f(eE) +f (eCE); 


et, par le corollaire précédent, 
f(eCE) = f Adz = | Adr. 
eCE e 


56. Fonction des singularités. L’ensemble E oi f (e) a une dérivée unique 
mais infinie de signe déterminé, est l’ensemble des singularités. La fonction 
f(eE), qui est continue, additive et borneé, est la fonction des singularités . 
L’ensemble et la fonction des singularités ont été ainsi nommés par M. Le- 
besgue, qui les a définis toutefois d’une maniére un peu moins précise et dans 
le cas d’un nombre quelconque de dimensions. 

Si nous représentons, comme plus haut, par E’ et E”’ respectivement les 
portions de £ sur lesquelles la dérivée est positive ou negative, nous avons 


f(eE) =f (eE’) +f (eE”). 


La fonction f (eE’) est non-négative, et la fonction f (eE’’) non-positive. 
En effet, portons la valeur précédente de f (e£ ) dans la formule du théoréme 
précédent (N° 55); on en tire 


f(ek’) =f(e) f Ade. 


Or le second membre ne peut étre négatif, en vertu du théoréme du N° 53. 
De méme, f (eE”’) ne peut étre positif. 

Ainsi f (e£’) et f (eZ) sont respectivement les variations positive et néga- 
tive def dans eE. Leur différence est la variation totale de f dans eE. 

La fonction des singularités a sa dérivée nulle presque partout. 
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On a, en effet, le nombre dérivé A pouvant étre remplacé par tout autre, 


f(eE) =f(e) f rae. 


Or l’intégrale a une dérivée unique A presque partout, done le nombre 
dérivé (de l’espéce quelconque A) de f (eL) est A — A = O presque partout, 
ce qui prouve la proposition. 

Comme I’intégrale de A a le signe de A dans tout ensemble od A a un signe 
unique (ou bien est nul), il résulte des conclusions établies plus haut que la 
variation positive de f dans e est atteinte dans la portion de e ot A est > 0, 
sa variation négative dans celle ot A < 0. La variation totale est donc donnée 
par la formule 


dx. 


F(e) =f (cE’) —f(ek") + 


Cette formule conduit au théoréme suivant: 

La variation totale de f a presque partout pour dérivée 
singularités est f (eE’) — f(ek’’). 

Soit, en effet, A; un nombre dérivé de F (e) et E, l'ensemble des singularités 
de F, en sorte que 


A 


et sa fonction des 


F(e) = F + f Arde. 


‘Comparant cette équation a la précédente, il vient 


F (eE,) —f(ek’) +f A| — Ai)dz. 
Remplacons e par ek, + + eE” (de mesure nulle); l’intégrale s’annule 
et il reste 


F (eE,) —f(eE’) +f (eE”) =0, 


quel que soit e. Alors le second membre de |’équation est nul aussi, et sa 
-dérivée, qui est |A|— A; presque partout, l’est aussi. Done A; =| A| 
presque partout. 

De la encore la conclusion suivante: 

Chacune des deux fonctions f(ek’) et f(eE”) a sa dérivée nulle presque 
partout. 

En effet, f (eE’) —f (ek), qui est la fonction des singularités de F, a 
sa dérivée nulle presque partout. Mais, comme chacun des deux termes 
JS (ek’) et —f(ek’”’) ne peut avoir de nombre dérivé négatif, la méme con- 
clusion s’applique a chaque terme. 

57. Théoréme. Une fonction continue et additive d’ensemble mesurable (B) 
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s’annule nécessairement sur tout ensemble mesurable (B) qui ne contient pas 
d’ensemble parfait. 

Il suffit de considérer une fonction positive. Montrons que, si f (EF) est 
> 0, E contient un ensemble parfait, Considérons la fonction 


$(e) =f(eE). 
Elle est nulle sur CE. Done on peut enfermer CE dans un systéme A d’in- 


tervalles ouverts de maniére que ¢@(A) soit aussi petit qu’on veut, done 
<f(E£). Ona, dans ce cas, 


f(E) — (A) =f(E) —f(AE) =f(E-CA)>0. 
Mais (A est contenu dans FE, puisque A contient CE; par suite, 
f(E-CA) =f(CA)>0. 


L’ensemble (A contient done certainement des points et ne peut étre dé- 
nombrable (sinon f (CA) serait nul); done CA , complémentaire d’une somme 
d’intervalles ouverts, est fermé et contient un ensemble parfait, auquel cas E 
le contient aussi. 

En particulier, si l'une des deux parties f (eE’) ou f (ek) de la fonction 
des singularités ne se réduit pas identiquement a 0, il faut que E’ ou E” con- 
tienne un ensemble parfait. 

De la, la conclusion suivante: 

58. Théoréme. Une fonction d’ensemble, continue et additive, dont la dérivée 
n'est unique et infinie (de signe déterminé) sur aucun ensemble parfait dans l’in- 
tervalle (a, b), est absolument continue dans cet intervalle. 


9. FONCTIONS CONTINUES ET A VARIATION BORNEE D’UNE VARIABLE 2. 
FONCTIONS D’ENSEMBLE MESURABLE (B) QU’ELLES DEFINISSENT 
59. Position de la question. Soit f; (2) une fonction continue de 2 dans 
un intervalle (a, b) ou 2. Soit, dans Q, un intervalle quelconque w limité 
aux points a et 8. Comme nous l’avons déja remarqué (N° 37), la fonction 
fi (2) définit une fonction f (w) d’intervalles, par la relation 


f(w) =fi(B) —fila). 


Cette fonction d’intervalle est continue, c’est-d-dire que sa valeur est infini- 
ment petite sur un intervalle infiniment petit. Elle est additive pour deux et, 
par suite, pour un nombre limité quelconque d’intervalles consécutifs. Cela 
veut dire que, w étant la somme de w’, w”’, ---, ona 


f(w) =f(w') +f(o") 


Cette propriété suffit pour définir la fonction sur tout ensemble 6 formé d’un 
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nombre fini d’intervalles w. La valeur de f sur & sera la somme de ses valeurs 
sur les w, c’est-di-dire que 
f(8) = Df (wo); 


et le résultat est le méme pour toutes les maniéres de décomposer & dans la 
somme d’un nombre fini d’intervalles. 

Si la fonction f (&) est bornée pour la totalité des ensembles § formés d’un 
nombre fini d’intervalles, nous disons que la fonction d’intervalle est bornée 
et que la fonction initiale f; (2) est a variation bornée. Nous supposerons 
dorénavant que f; (x) est 4 variation bornée et que, par conséquent, f (&) est 
bornée. 

Posons-nous maintenant la question suivante: 

Etant donnée une fonction f; (x) continue et & variation bornée ou, ce qui revient 
au méme, une fonction f (&) , continue, additive et bornée, existe-t-il une fonction 
f(e) @ensemble mesurable (B), continue et additive, qui coincide avec f (&) 
sur les intervalles ? 

L’objet du paragraphe actuel sera de montrer que la réponse est affirmative et, 
a cet effet, nous allons d’abord démontrer un théoréme fondamental, qui 
raméne la solution du probléme précédent au cas oi la fonction f (&) est non- 
négative. 

60. Théoréme. Toute fonction, f(&), d’intervalles, continue, additive et 
bornée, est la différence de deux fonctions de méme nature, non-négatives. 

Soit & un ensemble donné somme d’un nombre fini d’intervalles, ensuite &’ 
un ensemble de méme nature compris dans &. La fonction f (&’) admet une 
borne supérieure quand &’ varie arbitrairement dans &, et cette borne sera 
= 0, carf (&’) est nul quand &’ s’évanouit. Soit ¢ (&) cette borne supérieure. 

1°. Cette fonction ¢(&) est bornée, car elle admet évidemment la méme 
borne supérieure que f; et elle est, en outre, non-négative. 

2°. Elle est additive pour deux, donc pour un nombre fini d’intervalles. En 
effet, soit w la somme de deux intervalles w’ et w’’. Désignons par & l’ensemble 
d’un nombre fini d’intervalles queleonques. On a 


f =f(w'&) +f(w"’S). 
Or on peut faire varier § de maniére a faire tendre a volonté, le premier ou le 


second membre vers sa borne supérieure. Donc ces deux bornes, ne pouvant 
se surpasser l’une I|’autre, sont égales, c’est-d-dire que l’on a 


o(w) = + ¢(w”). 


3°. La fonction ¢ (&) est continue, c’est-d-dire que ¢ (&) tend vers 0 avec 
le diamétre de &. II suffit d’ailleurs de montrer, que, w étant un intervalle, 
¢@ (w) tend vers 0 avec mw, car, si & est contenu dans w, @(&) ne peut sur- 
passer ¢ (w), puisque cette fonction est positive et additive. 
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Pour démontrer cela, désignons toujours par Q lintervalle (a, b). Par 
définition de ¢ (2), on peut, quel que soit €, trouver un ensemble & tel que 
l’on ait 

—f(8) <e. 
On a alors a fortiori, dans toute partie w de Q, 


$(w) f(wS) <e. 


En effet, le premier membre est une fonction d’intervalle, y (w) , qui est posi- 
tive et additive; donc 


¥(w) =y¥(2) = —f (8) <e. 


Donec ¢(w) différe aussi peu qu’on veut de f (w&) qui est fonction continue 
de w, donce @(w) est fonction continue de w. 
Il suit de la que f (&) est la différence, 


f(8) = —[¢(8) —f(8)], 


de deux fonctions d’intervalles ¢ et ¢ — f qui sont continues, additives et 
non-négatives. 

La question de trouver une fonction additive d’ensemble coincidant avec 
f sur les intervalles se raméne donc a la solution du méme probléme pour des 
fonctions non négatives. 

61. Définition de f(e) sur les ensembles A sommes d’une infinité 
dénombrable d’intervalles. Soit f (6) une fonction d’intervalle, non-négative. 
Occupons-nous d’étendre la définition de cette fonction aux ensembles A, 
formés d’une infinité dénombrable d’intervalles. 

Par définition, f (A) est la somme des valeurs f (w) sur l’infinité dénom- 
brable des intervalles w non empiétants qui composent A; et cette somme est 
finie par hypothése, puisque f (&) est bornée. Mais, pour justifier cette dé- 
finition, il faut montrer qu’elle conduit au méme résultat de quelque maniére 
que l’on décompose A en une somme d’une infinité dénombrable d’intervalles. 
Cette justification comporte donc par le fait l’extension de la propriété additive 
aux ensembles de l’espéce A. Elle est d’ailleurs une simple conséquence du 
lemme bien connu de Borel-Lebesgue, comme nous allons le montrer. 

Supposons que l|’on considére deux décompositions différentes de A en in- 


tervalles, 4 savoir 


Nous allons montrer qu’il est impossible que |’on ait 


Lf (w’) > Uf (w). 


En effet, si cette inégalité avait lieu, on pourrait trouver un systéme de w’ 
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en nombre fini, par exemple w;, w,, --- w,, pour lesquels on aurait encore 


(wi) > (w). 


Or je dis que ceci est en contradiction avec le lemme de Borel-Lebesgue. 
En effet, nous pouvons enfermer les frontiéres des intervalles w dans une in- 
finité dénombrable d’intervalles a, choisis de proche en proche assez petits 
pour que la somme )_f (a) reste inferieure a ¢ positif donné. Alors tous les 
intervalles w; sont formés de points intérieurs (au sens étroit) 4 un w ou a un 
a. On peut done recouvrir entiérement w,, w,, --: w, avec un nombre 
limité d’intervalles w et a: c’est le théoréme de Borel-Lebesgue. Maintenant, 
comme f = 0, la somme >" f (w,) est = que la somme des f(w) et f(a) 
étendue aux intervalles w et a@ qui ont servi au recouvrement et a fortiori = 
que la somme étendue 4 tous les intervalles w et a. II vient done 


Ceci est en contradiction avec |’inégalité précédente, pourvu qu’on choississe 
suffisamment petit. 

Remarque. Si un ensemble A d’intervalles est entiérement recouvert par 
un systéme d’ensembles analogues A, Ao, ---, la fonction f étant toujours 
non-négative, on a 


f(A) Sf(A1) +f (42) + 


En effet, on arriverait a l’égalité en supprimant les empiétements d’intervalles 
s'il y ena. Or cette suppression ne peut que réduire le second membre. 

62. Définition de f sur un ensemble FE quelconque. Soit E un ensemble 
mesurable (B) quelconque, et f une fonction non négative. La valeur f (E) 
est, par définition, la borne inférieure de f (A) sur tous les systémes d’intervalles 
A qui contiennent E. Nous savons d’ailleurs que, si la fonction existe, elle 
ne peut pas étre définie autrement. 

Il reste seulement 4 montrer que la fonction ainsi définie est additive et, 
a cette fin, il faut montrer que le calcul de f (£) peut encore se faire par les 
passages a la limite considérés au paragraphe précédent. 

Faisons, dans ce but, deux remarques préliminaires, qui résultent immédiate- 
ment de la définition précédente. 

Premiére remarque. Si lensemble E contient E’, on a f(E) =f(E’). 
En effet, tout ensemble A qui contient E contient EH’ , donc la borne inférieure 
de f(A) quand A contient E ne peut étre moindre que quand A contient 
seulement 


4 
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Deuxiéme remarque. Quels que soient E et E’, ona 
FF’). 


En effet, si E et E’ sont respectivement enfermés dans A et dans A’, E + E’ 
lest dans A + A’. Or on a remarqué, a la fin du N° précédent, que l’on a 


f(A) f(A) =f(A+4’), done Z=f(E+FE’). 


Faisons tendre le premier membre vers sa borne inférieure f (EZ) +f(£’), 
nous obtenons la proposition qu’il fallait démontrer. 

63. Calcul de f par passages a la limite et démonstration de la propriété 
additive. Supposons que la propriété additive soit déja démontrée pour un 
nombre limité d’ensembles d’ordres <a. Nous allons démontrer qu’elle 
subsiste pour l’ordre a. Nous commencons, pour cela, par justifier trois 


passages a la limite, comme il suit: 
1°. Soient E,, Ex, --+ En, «++ des ensembles d’ordre < a, chacun contenu 


dans le suivant, et E leur somme; on a 
f(E) =limf(E,). 
Puisque E contient f (FE) est =f (Fn). Il reste 4 prouver qu’il ne 
peut étre supérieur a lim f(E,). Ecrivons 
Fi) + (£3 E:) 


Enfermons successivement E, — E,, --- dans des ensembles A;, Az, --- 
sommes d’intervalles de maniére que |’on ait 


+a, f(42) te, atet-:: <e. 
Comme E est enfermé dans A; + Az +- ---, nous avons, par la remarque 
finale du N° 61, 

f(E) Sf(Ai + + +++) Sf(A1) +f (42) + 


et a fortiori 
f(E) Sf( Ai) +f (Fe Fi) 
Or il est admis que f est additif sur les Z,; cette relation peut donc s’écrire 
aussi, en remplacant f — E,) par f (£2) —f(;) ete., 
f(E) Slimf(E£,) + ¢; 
et, comme € est arbitraire, on peut le supprimer. Cette démonstration prouve, 
en particulier, que la propriété additive s’étend 4 une infinité d’ensembles 


d’ordres < a. 
2°. Si E est la partie commune aux ensembles E,, E2, --- En, «++, chacun 
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contenu dans le précédent, on a 


lim f (En) =f(E). 


En effet, soient CE, et CE les complémentaires relativement 4 l’intervalle Q; 
on a, par la démonstration précédente, 


lim f(CE,) =f (CE). 
Par conséquent, f étant additif sur les E,,, 
lim f (En) = f (@) — lim f (CE,) =f (2) —f (CE). 
Mais, d’aprés la deuxiéme remarque du N° précédent, on a 
f(E) +f(CE) =f (2); 
lim f (En) =f(E). 


Enfin l’égalité seule est possible, car, E, contenant E, f ( E,) n’est pas inférieur 
af(£). 

3°. Plus généralement, soient S et P des sommes et produits infinis d’ ensembles 
d@ordres <a. SiVensemble E s’exprime par la formule de structure 


E=S' P’ +8" +.--- =[SP], 


done 


et qu’on désigne par [Sm P| Vensemble obtenu en limitant les S & leurs m premiers 
termes, les P a leurs n premiers facteurs, on a, m et n tendant arbitrairement vers 
Vinfini, 

lim =f(E£). 

En effet, désignons par [S,, P] et [SP,] ce que devient [SP] quand on 
limite les S seuls ou les P seuls. On a respectivement, en vertu des 1° et 2° 
qui précédent, 

lim f[S, P] = limf[SP,] =f(E). 
Quelque petit que soit le nombre positif donné €, on a donc, a partir de valeurs 
suffisamment grandes de m et de n, 


SISP,) —e <f(E) 


Mais alors la différence entre f[SP,] et f[S,»P] est < 2e, car, comme 
[ SP, ] contient [S, P], onaf[SP,] >f[SnP]. Remarquons maintenant 
que les ensembles E et [S, P,] contiennent tous deux [S,, P] et sont con- 
tenus tous deux dans [SP,]; done f(£) et f[S, P,] sont tous deux inter- 
médiaires entre f[S,P] et f[SP,] dont la différence est < 2e; donc leur 
différence est < 2€, ce qui prouve la proposition. 

4°. La fonction f (E) reste additive pour un nombre limité d’ensembles de la 


classe a. 
Trans. Am. Math. Soc. 38 
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En effet, soient E et E’ deux ensembles d’ordre a, définis par les formules 
de structure 


E =[SP}, E’ =[S’ P’]. 
Nous pouvons poser 


E,=(S8,P.J, Pal. 


La fonction est additive pour ces ensembles-ci d’ordres < a, de sorte que 
nous avons 


f(En) +f(E.) =f (En +E.) En 
Mais les ensembles E + EF’ et EE’ ont pour formules de structure 


=[(SP+S' P’], EE’ = [SS’ PP’}, 


~ 


ou SS’ se réduit 4 une seule somme et PP’ a un seul produit. Les ensembles 
E, + E, et E, E, s’en déduisent par limitation des sommes et produits. 
Par conséquent, quand n tend vers l’infini, les valeurs de f sur E,, E., En +E, 
et E,, E,, tendent vers les valeurs de f sur les ensembles limites. II vient donc, 
a la limite, 

+ f(b’) =f(E+ +f (EP), 
ce qui prouve la proposition. 

Le cas oi l’addition se fait sur une infinité d’ensembles rentre, comme nous 
l’avons déja fait observer, dans le premier passage a la limite considéré ci-dessus. 

Nous pouvons done conclure: 

Toute fonction continue a variation bornée, f, (x), définit une fonction d’en- 
sembles mesurables (B), qui est continue et additive et & laquelle on peut, par con- 
séquent, appliquer toutes les formules et tous les théorémes établis dans le paragraphe 
précédent. 

64. Application de la théorie au cas d’un intervalle. Résumons maintenant 
les résultats obtenus dans le paragraphe précédent dans le cas oi |’ensemble 
se réduit 4 un intervalle (a, x) et dans lequel, par conséquent, ces résultats 
peuvent s’appliquer directement a la fonction f; (2). Nous obtenons le thé- 
oréme suivant: 

Une fonction f; (x) & variation bornée dans un intervalle (a, b), a presque 
partout une dérivée, f’ (x), unique et finie. Cette dérivée est sommable considérée 
la ot elle existe. L’ensemble des points oi cette dérivée est unique mais infinie, 
est l'ensemble des singularités. Si la dérivee est finie partout oi elle existe entre 
a et x, l'ensemble des singularités disparait et l’on a 


fi(x) —fi(a) (x) dx. 


Plus généralement, par le théoréme du N° 58, cette formule subsiste si la dérivée 
n'est unique et infinie sur aucun ensemble parfait. 
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Lorsque la fonction des singularités ne s’évanouit pas, sa valeur sur la portion 
E de l’ensemble des singularités qui est comprise dans un intervalle (a, b), 
peut étre définie plus simplement. Soit f(e¢) la fonction d’ensemble qui est 
définie par la fonction 4 variation bornée f,; (2). Soit ensuite (a, 8B) ou w 
un intervalle dans (a, b); ona 


f(B) —f(a) =f(w) =f(wE) +f 


Supposons qu’on enferme FE, contenu dans (a, b), 4 |’intérieur d’une somme 
d’intervalles w non empiétants. Sommons les équations précédentes pour 
tous les w; il vient, puisque E est contenu dans Lw, 


Done, en faisant tendre >\mw vers 0, 


f(E) = lim > [fi (8) —fi(a)]. 


Donc la valeur de f sur l'ensemble des singularités compris a l’intérieur d’un 
intervalle est la limite de la somme des différences de f; (x) dans une infinité 
dénombrable d’intervalles non emprétants, enfermant l ensemble, et dont la somme 
des mesures tend vers 0. 

Dans ce qui précéde, on a supposé f; (2) 4 variation bornée. M. Lebesgue 
a montré, dans ses Lecons sur les intégrales définies, que, si f; (x) admet un 
nombre dérivé fini et sommable dans un intervalle (a, b), cette fonction est a 
variation bornée (et, par suite, absolument continue). Ce théoréme s’obtient 
facilement par la construction d’une fonction majorante. Soient A ce nombre 
dérivé fini et sommable et ¢ (x) la fonction majorante relative a 


f Alar. 


(x) —f(z), 


ayant un nombre dérivé partout positif, est une fonction non décroissante 
y (a), dailleurs ¢(2) lest aussi, donc f(x) est la différence, ¢ — y, de 
deux fonctions non décroissantes, c’est-a-dire une fonction a variation bornée. 

65. Probléme de la mesure. Le probléme de la mesure des ensembles peut 
étre considéré comme un cas particulier de celui qui a été résolu dans ce 
paragraphe. 

L’amplitude des intervalles est une fonction continue et additive d’intervalle, 
qui correspond 4 la fonction z, la plus simple en quelque sorte des fonctions 


La fonction 
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dex. Le probléme de la mesure des ensembles consiste 4 trouver une fonction 
continue et additive d’ensemble mesurable (B) qui coincide avec la précédente 
sur les intervalles. Ce probléme admet une solution et une seule, c’est la 
mesure au sens de Borel. 

La mesure sera, en outre, définie sur tout ensemble mesurable, au sens de 
Lebesgue, si l’on ajoute la condition que la mesure d’un ensemble ne peut 
étre négative. Tout ensemble mesurable est, en effet, intermédiaire entre 
deux ensembles mesurables (B) de méme mesure. 

Nous allons maintenant passer a |l’étude du méme probléme pour les en- 
sembles 4 plusieurs dimensions et les fonctions de plusieurs variables. II 
suffira d’ailleurs d’examiner le cas des ensembles superficiels, car les général- 
isations sont immédiates. 


10. FONCTIONS CONTINUES ET ADDITIVES D’ENSEMBLE SUPERFICIEL 


66. Rappel de la théorie des intégrales multiples. Nous supposerons que le 
lecteur .connait la théorie des intégrales multiples de Lebesgue et celle des 
fonctions absolument continues d’ensemble superficiel. C’est l’extension 
naturelle des théories correspondantes pour les fonctions d’une variable. Elle 
est exposée dans le tome II de notre Cours d’analyse (2° edition) et nous y 
renvoyons le lecteur. Il y trouvera, en particulier, la définition de la dérivée 
(au sens restreint et au sens général) d’une fonction d’ensemble superficiel. 
Cette définition ne convient plus pour fonder la théorie des fonctions d’en- 
sembles superficiels, qui sont seulement continues (sans |’étre absolument). 
Nous nous proposons de faire ici la théorie de ces fonctions et de montrer qu’en 
définissant ce que nous appellerons la dérivée sur un réseau, il est possible de 
généraliser tous les résultats obtenus dans le cas d’une seule variable. 

Nous commencerons par indiquer la maniére de construire un réseau. 

67. Construction d’un réseau. Nous nous placons, pour fixer les idées, 
dans un espace 4 deux dimensions. Notre nomenclature se référe 4 cette 
hypothése, mais les considérations s’étendent aisément au cas général. 

Superposons sur le plan zy, parallélement aux axes, une infinité de grillages 
mailles carrées: Gz, --- G, Nous supposons que chaque grillage 
partage les mailles du précédent en un nombre (carré) assigné de parties, soit 
2°, soit 3?,.--- ce nombre étant donné. Cet ensemble de grillages constitue 
le réseau. Ce réseau comporte donc une infinité dénombrable de mailles, de 
barreaux et de noeuds. 

Un point P est ordinaire s’il n’est situé sur aucun barreau. II appartient 
alors 4 une seule infinité de mailles emboitées les unes dans les autres. 

Un point qui n’est pas ordinaire est dit exceptionnel. L’ensemble des points 
exceptionnels est de mesure nulle, puisque ces points se trouvent sur une infinité 
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dénombrable de droites ou barreaux du réseau. Les points exceptionnels 
sont de deux sortes: ils peuvent étre ou ne pas étre des noeuds. Si le point 
n’est pas un noeud, il est sur la frontiére de deux familles de mailles emboitées 
les unes dans les autres. II est sur la frontiére de quatre familles semblables 
si c’est un noeud. 

On sait que la mesure des ensembles se fait en les enfermant dans des en- 
sembles ‘sommes de rectangles, et que les ensembles mesurables (B) se con- 
struisent par une succession d’opérations 4 partir des rectangles. Si l’on se 
donne un réseau (F), on peut, pour définir la mesure et les ensembles mesurables 
(B), ne considérer d’autres rectangles que les mailles du réseau. Cela résulte 
immédiatement de ce que tout rectangle ouvert est la somme d’une infinité 
dénombrable de mailles du réseau et de ce que la frontiére d’un rectangle 
est la partie commune 4 une infinité d’ensembles formés de mailles du réseau. 
La définition d’un ensemble mesurable (B) en partant des mailles exigera donc, 
au plus, un ou deux passages a la limite supplémentaires et pourra peut-étre 
modifier la classification. Mais le principe de la classification restera le méme 
et tout ensemble mesurable (B) s’exprimera, en fonction des ensembles de 
classes moindres, par une formule de structure entigrement semblable 4 celle 
que nous avons établie au début de ce Mémoire pour les ensembles linéaires. 

Avant de passer a la définition de la dérivée sur un réseau, nous allons indi- 
quer quelques propriétés des fonctions continues et additives, qui généralisent 
celles obtenues dans le cas des ensembles linéaires. Nous supprimons d’ailleurs 
les démonstrations quand |’extension est immédiate. 

68. Propriétés immédiates des fonctions continues et additives. Une 
fonction d’ensemble f (¢) , est continue et additive comme dans le cas oii |’en- 
semble est linéaire. Nous disons que la fonction est continue si f (e) est in- 
finiment petit avec le diamétre de e. Nous considérons exclusivement des 
ensembles bornés et compris a l’intérieur d’un rectangle assigné. Dans ce 
cas, une fonction continue et additive est évidemment bornée, car elle est bornée 
sur un ensemble de diamétre < ¢ suffisamment petit, et tout ensemble borné 
se décompose en un nombre limité d’ensembles de diamétres < e€. 

Nous avons alors les propriétés suivantes: 

1°. Une fonction continue et additive est la différence, 6 — p, de deux fonctions 
de méme nature, non négatives: l'une est sa variation positive, autre p sa 
variation négative; la somme o + ¥y est sa variation totale. 


2°. Si l'ensemble e est la somme d’une suite d’ensembles: €2, 
chacun contenu dans le suivant; ou bien si e est le produit des ensembles: e,, e2, 
-++@,, **+*, chacun contenu dans le précédent, on a 


f(e) =limf (en). 


3°. Sif est une fonction non négative et si on construit un réseau, R, la valeur 
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de f sur l'ensemble e mesurable (B) esi la borne inférieure de f (A) sur tous les 
ensembles A formés d’une infinité dénombrable de mailles du réseau et contenant e . 

4°. Sif est de signe variable, on peut faire tendre mA vers me de telle maniére 
que f (A) ait pour limite f (e). 

5°. Deux fonctions continues et additives qui coincident sur les mailles d’un 
réseau, coincident sur tout ensemble mesurable (B). 

Tous ces théorémes s’établissent comme les théorémes analogues dans le 
cas des ensembles linéaires. Nous avons seulement remplacé les intervalles 
par les mailles du réseau, ce qui n’introduit aucune difficulté, pourvu que deux 
mailles contigués soient non empiétantes. Nous réaliserons cette condition 
en convenant que les frontiéres de gauche et d’au-dessous d’une maille w font 
partie de cette maille a l’exclusion des deux autres. Avec cette convention, 
la fonction f (e) est additive pour les mailles du réseau. 

69. Dérivées sur un réseau. Soit f(e) une fonction continue et additive 
d’ensemble superficiel. Construisons un réseau R. Soit alors P un point 
ordinaire: il est intérieur 4 une seule maille de chaque grillage, donc a une 
seule famille de mailles emboitées les unes dans les autres. Les dérivées 
supérieure et inférieure de f (e) au point P sont, par définition, les plus grande 
et plus petite limites du quotient 

f (w) 


mw 


quand w parcourt toute la série décroissante des mailles de la famille. Il y a 
done deux dérivées sur le réseau au point P, une de chaque espéce. 

Si le point P est exceptionnel sans étre un noeud, il est limite de deux familles 
de mailles emboitées les unes dans les autres. Elles sont situées l’un au dessus 
et l’autre au-dessous du point P, si P est sur un barreau horizontal; l’une a 
droite et l’autre 4 gauche, si le barreau est vertical. Chaque famille, consi- 
-dérée isolément définit une dérivée supérieure et une dérivée inférieure: iJ y a 
done deux dérivées supérieures et deux inférieures au point P. Ce point 
compte, en quelque sorte, pour deux points ordinaires. 

Si enfin P est un noeud, il est a la frontiére de quatre familles de mailles 
emboitées. Ces familles, orientées de quatre facons différentes par rapport au 
point P, définissent quatre dérivées supérieures et quatre inférieures au point 
P. Ce point compte alors pour quatre. 

70. Mesurabilité des dérivées. I] faut d’abord préciser. Supposons que, 
dans la définition d’une dérivée (la supérieure, par exemple), on convienne de 
choisir toujours la famille de mailles qui est orientée de la meme fac¢on par 
rapport au point P quand le choix se présente. On pourra, en particulier, 
choisir toujours celle qui est au-dessus ou celle qui est 4 droite du barreau 
passant par P. La dérivée ainsi uniformisée est une fonction mesurable (B). 
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En effet considérons les mailles w d’un grillage particulier G,. Chacune 
d’elles comporte deux de ses frontiéres. Mais on peut convenir de choisir 
ces frontiéres de maniére que w fasse partie de la famille de mailles choisie 
pour définir la derivée, en un point quelconque de ces deux frontiéres. II 
suffit, en effet, de fixer le choix de la famille de mailles et le choix des frontiéres 
par la méme loi d’orientation. Cet accord étant fait, définissons, en tout 
point P, une fonction ¢, (P) constante dans une méme maille w et égale, 
dans toute |’étendue de cette maille, A f(w):mw. Cette fonction ¢, (P) 
est mesurable (B); donc les deux dérivées le sont aussi, car ce sont les plus 
grande et plus petite limites de ¢, quand n tend vers l’infini. En particulier, 
l’ensemble des points ot l’une des dérivées (n’importe laquelle et pas néces- 
sairement la méme partout) est > A, est mesurable (B) comme somme d’en- 
sembles mesurables (B). 

71. Principe fondamental relatif aux dérivées sur un réseau. La 
propriété fondamentale des nombres dérivés d’une fonction continue, f (zx), 
d’une seule variable z, est que f (2) ne peut décroitre dans un intervalle od 
l’un de ses nombres dérivés est non négatif. Autrement dit, une fonction 
d’ensemble linéaire n’est pas négative dans un ensemble oii sa dérivée ne |’est 
pas. Il n’existe pas de principe analogue pour les ensembles a plusieurs 
dimensions, si l’on garde la définition primitive de la dérivée. Le principe 
subsiste, au contraire, avec la définition de la dérivée sur un réseau. Au 
fond, M. Lebesgue a déja fait une remarque équivalente dans son Mémoire 
sur l’intégration des fonctions discontinues, mais sans y insister. Voici ce prin- 
cipe: 

Soit f(e) une fonction continue et additive d’ensemble superficiel. Si sa 
dérivée supérieure (inférieure) sur le réseau n'est négative en aucun point d’une 
maille w du réseau ni de toute sa frontiére, f (w) ne peut étre négatif. 

En effet, si f(w) était négatif, on pourrait assigner un nombre positif 
k tel qu’on ait l’inégalité 

f(w) < — 

Nous allons montrer que cela entraine l’existence d’un point P (de w ou 
de sa frontiére) ot les dérivées sont négatives, contrairement a l’hypothése. 
Pour fixer les idées, supposons que w soit une maille du grillage G;; alors il y a, 
dans w, au moins une maille w. du grillage G, vérifiant la méme inégalité; 
dans celle-ci, une maille w; du grillage G3 vérifiant toujours l’inégalité, et ainsi 
de suite. Ces mailles w;, w2, ++ Wn, ++ emboitées, convergent vers un point 
P de w ou de sa frontiére, et constituent une famille propre au calcul de la 
dérivée au point P. Les dérivées supérieure et inférieure calculées avec cette 
famille seront donc négatives. 

Cette démonstration met en évidence qu’en un point exceptionnel on doit 
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tenir compte de la multiplicité des dérivées de méme espéce et que, en un point 
de la frontiére de w, les familles de mailles intérieures 4 w sont seules a consid- 
érer. Ce principe permet d’établir aisément les théorémes préliminaires de 
la théorie des fonctions d’ensemble continues et additives. 

72. Théorémes préliminaires.—I. Si f (e) est continue et additive dans une 
maille w d'un réseau R, ses dérivées sur ce réseau sont sommables dans w. 

Il suffit d’établir ce théoréme pour la variation totale, donc pour une fonction 
non négative. Supposons donc que f soit non négative et admette la dérivée 
(supérieure ou inférieure) A sur le réseau. 

L’ambiguité de A aux points exceptionnels (formant un ensemble de mesure 
nulle) est sans conséquence pour l’intégration. Définissons une fonction 
bornée, A, , égale 4 0 aux points exceptionnels, égale 4 A ou a n ailleurs (selon 
que A est [nou Zn). Formons alors la fonction minorante ¢» (¢) relative a 


f A, dP. (Il est & peine besoin d’observer que |’extension de majorante et 
minorante au cas du plan est immédiate.) La fonction 


f(e) — d2(e) 
n’aura pas sa dérivée (de l’espéce A) négative dans la maille w (ni sur sa fron- 
tiére). Donec f(w) — ¢2(w) n’est pas négatif, m sa limite non plus; c’est-a- 
dire qu’on a 


Donc cette intégrale est bornée quand n tend vers l’infini, ce qui prouve que A 
est sommable. 

II. Soit f (e) continue et additive; si sa dérivée supérieure n'est infinie négative 
en aucun point de la maille w ni de sa frontiére, on a 


f(w) = sap, 


A désignant la dérivée supérieure ou inférieure de f (e). 

On peut admettre dans la démonstration que A est la dérivée supérieure, 
car le théoréme subsistera a fortiori pour la dérivée inférieure. Alors la dé- 
monstration se fait comme pour les ensembles linéaires. (N° 52, I.) 

III. Soit E; ensemble des points oi l'une au moins des dérivées supérieures 
est infinie négative; soit ensuite A l'une quelconque des dérivées; on a, dans toute 
matlle w du réseau, 


f(w) =f (wk) + f aap; 


par conséquent, aussi dans tout ensemble mesurable (B), 


f(e) =f (es) + f aap. 
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Méme démonstration que pour les ensembles linéaires (N° 52, II, III et IV). 

Nous allons maintenant considérer deux réseaux R,; et R2 simultanément. 
Ces réseaux seront supposés distincts, c’est-d-dire sans barreaux communs 
(dans le domaine considéré). Cette condition est facile a réaliser: par exemple, 
on peut définir R. en déplacant R, d’une longueur irrationnelle dans le sens de 
chaque axe. 

IV. Soit E” Vensemble des points ou f (e) a l'une au moins de ses dérivées 
supérieures infinies dans chacun des deux réseaux distincts R, et Rz respective- 
ment; soit ensuite A une dérivée quelconque dans l’un quelconque des deux réseaux; 
on a 


f(e) =f ek”) + f aap. 


Désignons respectivement par A; et A» les dérivées A dans R, et dans R2. 
Soient E; et E2 les ensembles oi les dérivées supérieures sont infinies respec- 
tivement dans RF, et dans R2; on a, par le théoréme précédent, 


f(eE:) + 
f(eh= 
f(cEs) + 


On remplace e par e£, dans la seconde inégalité; il vient, cet ensemble étant 
de mesure nulle, 


f(eE,) =f (eE, E.) =f(eE”). 


Le théoréme résulte donc a fortiori de la premiére inégalité, car on peut sup- 
primer |’indice de A, 4 cause de la symétrie. 

V. Soit E’ ensemble des points ou f (e) a une dérivée inférieure infinie positive 
dans chacun des deux réseaux distincts R, et Rz simultanément; on a, A désignant 
la dérivée supérieure ou inférieure dans l'un des deux réseauz, 


f(e) =f (eE’) + f aap. 


Ce théoréme se raméne au précédent en changeant le signe de f. 
VI. Si e ne contient aucun point de E’ ni de E” , on a, la dérivée A étant supé- 
rieure ou inférieure, 


f(e) = f AdP. 
C’est la conséquence des deux théorémes précédents. 


Il est essentiel d’observer que les deux ensembles E’ et E’’ sont sans point 
commun. C’est pour réaliser cette condition que nous avons introduit deux 
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réseaux distincts. Tout point est alors ordinaire par rapport a l’un des deux 
réseaux au moins. Dans ce cas, un point P ne peut appartenir a la fois a E’ 
et a E”, car, si P est ordinaire par rapport a R, et appartient 4 LE’, sa dérivée 
inférieure dans R, est infinie positive, done sa dérivée supérieure dans R, |’est 
a fortiori et P ne peut appartenir a EL’. 

Nous avons ainsi généralisé tous les résultats relatifs aux ensembles linéares 
et nous pouvons conclure: 

73. Théoréme définitif. Soit f(e) continue et additive. Construisons deux 
réseaux distincts R, et R.. Soit E’ Vensemble des points oi une dérivée inférieure 
de f (e) est infinie positive dans les deux réseaux a la fois, E"’ Vensemble des points 
ou une dérivée supérieure est infinie négative dans les deux réseaux a la fois; 
soient ensuite E la somme des deux ensembles précédents, A une dérivée de f (e) 
dans l’un des deux réseaux; on a 


f(e) =f(eE) + aap. 


L’ensemble E qui est de mesure nulle est l’ensemble des singularités. La 
fonction, continue et additive, f(eE) est la fonction des singularités. Elle 
se décompose dans la différence de deux fonctions de méme nature, non 
négatives, par la formule 


f(eE) =f(ek’) +f(eE”). 


La variation totale F (e) de f est donnée par la formule 
F(e) =f(ek’) —f(ek”) A|\dP. 


On en conclut, comme dans le cas des ensembles linéaires, que f (eE’) — f (eE’’) 
est la fonction des singularités relative 4 F (e) et que chacune des deux 
fonctions f (ek’) et f (ek”’) a ses dérivées nulles presque partout sur les deux 
réseaux a la fois. Il suit encore de la que f(e) a presque partout A pour 
dérivée unique sur les deux réseaux a la fois. 

74. Généralisation. Nous avons considéré, dans ce qui précéde, deux 
réseaux R, et R.. Au lieu de cela, nous pourrions en considérer une infinité 
dénombrable: R,, Le méme raisonnement que nous avons 
fait pour deux réseaux R, et R, s’étend, de proche en proche, A toute la suite. 
On peut se servir de ce procédé pour réduire 4 un ensemble moindre l’ensemble 
des singularités considéré dans le N° précédent. Ainsi les formules subsistent 
en prenant pour L’ l’ensemble des points ot la dérivée inférieure est infinie 
positive sur tous les réseaux a la fois, et en prenant pour E” celui ott la dérivée 
supérieure est infinie négative sur tous les réseaux. II s’en suivra encore que 
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f (e) a pour dérivée A presque partout, a la fois sur tous les réseaux de la série 
considérée. 

Il est naturel de se demander si f (e) n’a pas pour dérivée A presque partout 
pour tous les réseaux possibles. Mais l’ensemble des réseaux possibles n’est 
pas dénombrable et le raisonnement précédent ne s’applique plus. La méthode 
précédente ne permet donc pas de répondre 4 cette question. 


11. FOoONCTIONS CONTINUES ET A VARIATION BORNEE DE DEUX VARIABLES 


75. Fonction d’ensemble définie par une fonction a variation bornée de 
deux variables. Soit f(x, y) une fonction continue de x et y. Cette fonc- 
tion peut servir 4 définir une fonction de rectangles w par le procédé suivant. 
Soient x et y les plus petites coordonnées dans w, h et k les deux cétés de w. 
On définit f (w) par le formule 


=filath,ytk) —fi(ath,y) +fhil(z,y); 
ou, avec la notation des différences secondes, 
f(w) =A fi(z,y). 


Si h ou k tend vers 0, f (w) tend vers 0; on regardera donc f (w) comme nul si 
w se réduit a la frontiére d’un rectangle ou se réduit a un point. 

La fonction f (w) est une fonction continue de rectangles, ce qui veut dire 
qu'elle est infiniment petite avec les cétés de w. Elle est additive, pour la 
décomposition de w en deux, done en un nombre fini quelconque de rectangles. 
Cela suffit pour définir, sans ambiguité, f sur tout ensemble & formé d’un 
nombre fini de rectangles w. On pose 


$(8) = Dif (w). 


Si la fonction f (&) est bornée pour la totalité des ensembles sommes d’un 
nombre fini de rectangles, on dit que la fonction initiale, f;(2, y), est a 
variation bornée dans le domaine considéré. 

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme suivant: 

Toute fonction continue et & variation bornée définit une fonction d’ensemble 
mesurable (B) qui est continue et additive et qui coincide avec f (&) sur les rec- 
tangles. 

Ce théoréme se démontre comme dans le cas des ensembles linéaires, mais il 
est inutile de raisonner sur des rectangles quelconques. Si l’on construit un 
réseau (Ff), il suffit de raisonner sur les mailles de ce réseau. 

Soit done f (&) une fonction continue, additive et bornée sur tout ensemble 
& formé d’un nombre fini de mailles du réseau. On prouve d’abord qu’elle 
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est la différence de deux fonctions de méme nature, non négatives, de sorte qu’il 
suffit de raisonner sur une fonction non négative. Soit donc f (&) une fonction 
non négative. Si A est un ensemble formé d’une infinité dénombrable de 
mailles w du réseau, on définit encore f (A) comme étant la somme des valeurs 
f (w) sur toutes les mailles w qui composent A. 

Enfin, dans le cas général, on définit f (e) comme étant la borne inférieure de 
f(A) sur tous les ensembles A , sommes de mailles, qui contiennent e. 

On prouve, comme dans le cas des ensembles linéaires, que la fonction d’en- 
semble ainsi obtenue est continue et additive. On peut donc lui appliquer 
toutes les formules de la théorie précédente. 

76. Simplifications dues a la continuité par rapport ax, y. Dans le cas 
actuel, il y a toutefois certaines simplifications qui se présentent et qui méri- 
tent d’étre signalées. Elles sont dues a la continuité de f;(2, y). Nous 
avons fait remarquer, au début, que la fonction de rectangles f (&), qui est 
au point de départ de la théorie, s’annule sur les frontiéres des rectangles et, 
en particulier, sur les frontiéres des mailles du réseau. Cette propriété ap- 
partient donc a la fonction d’ensemble f (e). La valeur de f sur une maille w 
est donc la méme que les frontiéres fassent ou ne fassent pas partie de w, et 
la difficulté relative aux frontiéres disparait. 

La méme propriété entraine une seconde simplification. La fonction 
f (e) s’annule sur tout barreau du réseau, donc sur tout ensemble de points 
situés sur un barreau, donc sur tout ensemble de points exceptionnels, puisque 
la totalité des barreaux est dénombrable. Donc, dans l'étude de f (e) , on peut 
négliger les points exceptionnels et les supprimer de l’ensemble des singularités. 
I] devient inutile d’introduire deux réseaux pour séparer l’ensemble des singu- 
larités E en ses deux parties E’ et E’”. Un seul réseau suffit, car, comme on se 
borne aux points ordinaires, on n’a qu’une seule dérivée supérieure et une seule 
dérivée inférieure en chaque point. On forme E’ avec ceux oi la dérivée est 
unique et positive, E’’ avec ceux ov la dérivée est unique et négative, et ces 
deux ensembles sont sans point commun. 

77. Fonctions ayant une dérivée finie et sommable. Indiquons pour finir 
un théoréme qui généralise un théoréme de Lebesgue, relatif aux fonctions 
d’une variable, qui a été énoncé précédemment. Considérons une fonction 
f (x,y) continue dans une maille 2 d’un réseau R. Elle définit, comme on |’a 
expliqué précédemment, une fonction f (w) des mailles du réseau. Ne faisons 
pas l’hypothése que f(w) soit bornée. La définition de f(w) suffit pour 
calculer ses dérivées sur le réseau. Le principe fondamental, établi précédem- 
ment pour la dérivée sur un réseau, s’applique, sans aucune difficulté, 4 une 
fonction qui n’est définie que comme fonction de mailles: cette fonction ne peut 
étre négative dans un ensemble ou sa dérivée ne lest pas. 


| 
/ 
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Voici maintenant le théoréme annoncé: 

Soit fi (x, y) une fonction continue dans une maille Q d’un réseau R. Si la 
fonction de mailles f (w) qu'elle définit a sa dérivée supérieure (inférieure) sur le 
réseau finie et sommable dans ©, la fonction f; (x, y) est & variation bornée, done 
absolument continue aussi, dans 2. 

En effet, soit A la dérivée considérée; construisons la majorante ¢ (w) 


relative a l’intégrale 


—f(w) = 


aura sa dérivée (de l’espéce A) partout positive dans @: elle est done non 
négative. Ainsif (w) est la différence, @ — ¥, de deux fonctions non négatives 
et est, par conséquent, bornée dans ©, car elle ne surpasse pas $(Q2)+y(Q). 
Done f; (x, y) est a variation bornée dans Q. 

78. Probléme de la mesure. Le probléme de la mesure des ensembles est 
le cas particulier le plus simple du probléme général traité dans ce chapitre. 
Il consiste 4 trouver la fonction d’ensemble définie par.la fonction zy dans le 
cas de deux dimensions, par la fonction xyz dans le cas de trois, et ainsi de suite. 


La fonction de mailles 


12. CHANGEMENT DE VARIABLES DANS LES INTEGRALES DOUBLES 


79. Correspondance de deux ensembles. Soient (2, 22) les coordonnées 
d’un point P, dans un plan x, (y1, y2) les coordonnées d’un point P, dans un 
plan y. Considérons deux ensembles de points correspondants, l’un EF, 
dans le plan x, |’autre E, dans le plany. Cette correspondance est susceptible 
de certains caractéres fondamentaux que nous allons définir. 

La correspondance est uniforme dans les deux sens si les points se correspon- 
dent un 4 un dans les deux ensembles. 

La correspondance est continue dans les deux sens, si, tant donnés deux points 
correspondants P’, et P;, 4 un point infiniment voisin de l’un correspond, 
dans tous les cas, un point infiniment voisin de l’autre. Cela n’entraine pas 
luniformité de la continuité (sauf pour les ensembles fermés). 

Ces caractéres sont définis depuis longtemps. Nous allons en introduire un 
nouveau. Nous dirons que la correspondance est réguliére (B) si a tout en- 
semble e, mesurable (B), contenu dans E, correspond dans FE, un ensemble ez 
également mesurable (B), et réciproquement. 

Voici un théoréme préliminaire: 

Si deux ensembles E, et E, se correspondent d’une maniére continue et uniforme 
dans les deux sens et si l'un est fermé, V'autre l’est aussi (A cause de la continuité) 
et la correspondance est réguliére (B). 
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En effet, soit e, un ensemble mesurabie (B) contenu dans E,. Cet ensemble 
se construit 4 partir des rectangles fermés, a, par une certaine suite d’opéra- 
tions. Soit a, l’ensemble qui correspond (dans E,) 4 l’ensemble aE, (compris 
dans E,). Cet ensemble est fermé (car aE, est dans ce cas) et, par conséquent, 
il est mesurable (B). Mais e, se construit avec les a, par les mémes opérations 
que e, avec les a; donc e, est mesurable (2). 

Du théoréme précédent nous allons déduire le suivart: 

Si deux ensembles mesurables, E, et E, se correspondent d’une maniére continue 
et uniforme dans les deux sens, on peut extraire de chacun d’eux respectivement 
des ensembles mesurables (B), de mémes mesures, entre lesquels la correspondance 
est réguliere (B). 

Considérons d’abord le cas ot les deux ensembles sont de mesure non nulle. 
Soit € un nombre positif inférieur 4 ces deux mesures. Nous pouvons enfermer 
le complémentaire de FE, dans un ensemble A, , formé d’une infinité dénombrable 
de rectangles ouverts, dont la mesure surpasse celle de CE, au plus de e. 
Alors le complémentaire de A, est un ensemble fermé, F,, contenu dans E, et de 
mesure > mE, — ¢€. Soit F. son correspondant dans E,. Ce correspondant 
est fermé aussi, 4 cause de la continuité. De la méme facon, nous pouvons. 
extraire de E, un ensemble fermé, F.’, de mesure > mE, — ¢€, dont le cor- 
respondant F,’ dans E, sera fermé. Ceci fait, les deux ensembles correspon- 
dants, respectivement formés par |’addition des précédents, 


F, = F,+F,;, F,=F,+F,, 


sont encore fermés, ont des mesures au moins égales a celles de F), et F.’ et se 
correspondent réguliérement puisqu’ils sont fermés. 

Soit €:, €, --- une suite positive tendant vers zéro. Pour chaque e de la 
suite, nous pouvons construire un F, et un F, satisfaisant aux conditions pré- 
cédentes. Faisons alors leurs sommes: 

E, = >F,; = 
les deux ensembles EF), et E mesurables (B), se correspondront encore réguliere- 
ment, mais ils auront mémes mesures que E, et FE, respectivement. 

Si E, était de mesure nulle mais non E,, on supprimerait seulement les 
considérations relatives 4 E, dans la construction précédente et |’on ferait 
E;, = °F. Si les deux ensembles étaient de mesure nulle, on formerait 
respectivement FE’ et E) avec un point correspondant de chaque ensemble E, 
et E,. 

80. Différentiabilité. Je me servirai, dans ce paragraphe, de la définition 
de la différentiabilité due 4 Stolz, dont M. Young surtout a montré l’utilité 
et que j’ai adoptée dans mon Cours d’ Analyse. Cette définition va montrer 
sa supériorité, une fois de plus, dans la question actuelle. 
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Considérons une fonction continue x de deux variables y; et y2, 


r= (41, 


Cette fonction est dite différentiable en un point P de coordonnées yi, y2, 
si, Ay; et Ay désignant les accroissements de y; et y2, l’accroissement corre- 
spondant Az peut étre mis sous la forme 


Ax = aAy; + bAy2 + ep, 


ov l’on désigne par p la quantité VA? y, + A? y2, par a et b des coefficients 
indépendants des A et par € une quantité infiniment petite avec p. 

Au lieu de faire varier le point (y:1, y2) de toutes les maniéres possibles 
autour du point P, on peut n’envisager que les seuls points qui font partie 
d’une ensemble assigné E, dans le plan des y. Si P est un point limite des 
E, et si l’accroissement Az se met sons la forme précédente quand le point P 
varie exclusivement sur E,, nous dirons que la fonction zx des y est différentiable 
sur E, au point P. 

Si x est différentiable sur E, en chaque point de E,, nous dirons que x est 
différentiable sur E, dans tout E,. 

Considérons maintenant les formules de substitution: 


(1) = t= y2); 


et supposons qu’elles fassent correspondre, d’une maniére continue et uniforme 
dans les deux sens, les points P, et P, de deux ensembles E, et E,. Nous avons 
le théoréme suivant: 

Si les formules (1) sont différentiables sur E, en un point P, ot le jacobien J 
de la substitution n’est pas nul, alors y; et y2 sont réciproquement des fonctions 
des x différentiables sur E, au point correspondant P, et leur jacobien en ce point 
et 1:J. 

Supposons, pour abréger |’écriture, que les points correspondants P, et P, 
soient respectivement les origines des x et des y, auquel cas les accroissements 
de ces variables se confondent avec ces variables elles-mémes. 

Les formules (1) étant différentiables sur E, a l’origine, nous avons, au 
voisinage de ce point, 


( 24 


(2) 


ot les a, b, sont des coefficients, p le rayon vecteur du point (y1, y2), et € 
une quantité infiniment petite par rapport 4 p. Soit J le jacobien (a; be 
— a2 b,), supposé différent de 0. Si l’on résout les équations par rapport a 


Aytbhyteap, 


a2 41 + boyz + ep, 


4 
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y; et yz, il vient, les € étant toujours infiniment petits avec p. 


_ Aiai+ + 
= J 
Az v1 Be + p 
J 


(3) 


¥Y2 


Ces formules prouvent que y; et y2 sont différentiables a l’origine, si toutefois 
l’on peut y remplacer le rayon vecteur p de (y1, y2) par celui r de (21, 22). 
On le peut effectivement si r n’est pas infiniment petit par rapport a p. 
Vérifions-le. D’abord p est infiniment petit avec r, 4 cause de la continuité, 
et les formules (3) ont lieu. Si r était alors infiniment petit par rapport a p, 
2, et x2 (de modules < r) le seraient aussi, done aussi y; et y2, en vertu des 
formules (3), ce qui est absurde. 

Enfin, les formules (3) provenant de la résolution de (2), leur jacobien est 
1:J. 

Faisons encore un remarque sur la substitution (2). Considérons, dans le 
plan z, le point auxiliaire (£,, £) lié 4 (y:, ye) par la substitution linéaire, 
approchée de (2), 


=aythy, = a2 + be yo. 


Ces formules font correspondre 4 un carré w de cété & dans le plan y, un 
parallélogramme w’, dans le plan zx, d’aire w|J!. Supposons le carré w 
infiniment petit et contenant le point P. Alors le point (21, 22) défini par la 
substitution (2) ne peut s’écarter du point (£1, £) que d’une quantité infini- 
ment petite par rapport au cété k dew. II ne sortira donc pas d’un parallélo- 
gramme w” qui déborde w’ d’une aire infiniment petite par rapport iw. De 
la, le théoréme suivant, qui subsiste méme si J est nul: Sz les formules de sub- 
stitution sont différentiables en un point P, et que leur jacobien soit J en ce point, 
elles font correspondre 4 un ensemble de points contenu dans un carré w de cétés 
infiniment petits renfermant P,, un ensemble dont la mesure extérieure est in- 
férieure a 
| w+ ew, 

ot € tend vers 0 avec w. 

81. Mesures d’ensembles qui se correspondent réguliérement. Supposons 
que les formules de transformation 


(1) r= te =W(y1, 


établissent une correspondance continue et uniforme dans les deux sens 
entre les points P, et P, de deux ensembles E, et E,, tous deux mesurables 
(B), et que, de plus, la correspondance soit réguliére (B) . 


- 
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Soit e, un ensemble variable dans le plan y, mais mesurable (B), et e, 
l’ensemble mesurable (B) qui correspond, dans E,, a l’ensemble e, E,. La 
mesure, me,, de ce dernier est une fonction continue et a variation bornée 
de e,. Done, si cette fonction admet une dérivée sur un réseau, A, finie dans 


éy, On aura 
me, = f sary. 
ty 


82. Transformation des intégrales doubles dans l’hypothése de la mesura- 
bilité au sens de Borel. Nous avons d’abord le théoréme suivant: 
Si les formules de transformation: 


établissent une correspondance continue et uniforme dans les deux sens et de plus 
réguliére (B), entre les points P, et Py de deux ensembles mesurables (B), Ez 
et E,, si, de plus, f (a1, x2) est une fonction mesurable (B) finie et sommable sur 
E,; si enfin la mesure de l'ensemble e, qui correspond a e, E, est une fonction de 
ey (mes. B) admettant une dérivée finie A sur tout E,, on aura 


En effet, si f est constant, ce théoréme revient a celui qui vient d’étre dé- 
montré. Sif ne prend qu’un nombre limité de valeurs différentes, la trans- 
formation est permise dans chaque partie de EF, ot f est constant: elle subsiste 
dans tout EF, par l’addition des résultats. Sif est positif, on peut le considérer 
comme limite d’une suite non décroissante de fonctions ne prenant qu’un nombre 
limité de valeurs, et le théoréme subsiste par un passage a la limite. Enfin, 
dans le cas général, f est la différence de deux fonctions non négatives, ce qui 
raméne au cas précédent. 

Faisons maintenant une nouvelle hypothése. Supposons que les formules 
de transformation (1) soient différentiables sur E, dans tout E, et soit J le 
jacobien de cette transformation. Je remarque d’abord que |’on aura 


As|J|. 


Considérons, en effet, un carré infiniment petit w, faisant partie de la famille 
de mailles qui sert au calcul de la dérivée au point P,. Les formules (1) font 
correspondre 4 l’ensemble wZ, un ensemble de mesure < | w|J + ew, comme 
on |’a expliqué plus haut (N° 80). Donec la dérivée, qui est le quotient de 
cette mesure par w,est =|J|. II s’ensuit, en particulier, que A est fini si les 
formules (1) sont différentiables. Nous pouvons maintenant établir le thé- 


oréme suivant: 
Trans. Am. Math. Soc. 33 
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Si les formules de transformation (1) établissant une correspondance continue, 
uniforme et réguliére entre E, et E,, sont différentiables sur E, dans tout E,, st 
enfin f(21, 22) est mesurable (B), finie et sommable sur E,,f | J | sera mesurable 
(B) sur E,, et lon aura 


Supposons f positif. Dans ce cas, A étant = J, le théoréme précédent four- 


nit la relation 
Ez E, 


Soient E’, et E) les ensembles correspondants, tous deux mesurables (B) , od 
J n’est pas nul, contenus respectivement dans E, et dans E,. Les y peuvent 
étre considérées comme des fonctions différentiables des x dans EF”, de jacobien 
1:J. Nous pouvons ainsi faire, dans E., la transformation inverse de la 
précédente, ce qui donne 


f 


Mais l’intégrale dans EF, est la méme que dans E,, car J s’annule dans E,—E). 
D’autre part, comme f est supposé positif et que E; est contenu dans E,, il vient 


a fortiori 
= 


Cette inégalité de sens contraire 4 la premiére entraine l’égalité du théoréme. 
La conclusion subsiste quel que soit le signe de f, car on peut toujours con- 
sidérer f comme la différence de deux fonctions non négatives. 

83. Transformation des intégrales doubles dans le cas général. Si 
les formules de transformation (1) établissent une correspondance continue et 
uniforme dans les deux sens entre deux ensembles mesurables E, et E,,; si, de plus, 
elles sont différentiables sur E,, dans tout E,; st enfin f (21, 22) est finie et sommable 
sur E,,f | J | sera sommable sur E,, et l'on aura 


Nous pouvons admettre que E, et E, sont mesurables (B) et se correspondent 
réguliérement (B), car E, et E, renferment (No. 79) des ensembles de mémes 
mesures satisfaisant 4 cette condition, et que l’on peut substituer a E, et Ey, 
sans altérer le sens des intégrales. 

Supposons alors f borné et admettant les bornes a et A. II est facile de 
construire deux fonctions f; et fe de x, mesurables (B), satisfaisant aux con- 
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ditions f; = f = fe et admettant la méme intégrale que f sur E,. En effet, 
nous pouvons trouver dans E, un ensemble E, mesurable (B), de méme mesure 
que E,, ot f est la dérivée de son intégrale indéfinie (done mesurable B). 
Nous définirons f; comme égal a f dans E; et a a ailleurs, fe comme égal a f 
dans E;, et a A ailleurs. 

La formule de transformation est alors établie pour f; et pour fe, en vertu 
du théoréme précédent. Elle subsiste alors nécessairement pour la fonction 
intermédiaire f . 

La démonstration s’étend alors a f fini et sommable par le méme passage a 
la limite que dans la démonstration du théoréme précédent. 

En particulier, si f = 1, on a le théoréme suivant: 

Si les formules (1) établissent wne correspondance continue et uniforme dans les 
deux sens entre deux ensembles mesurables E, et E,,; si elles sont, en outre, différ- 
entiables sur E,, dans tout E,, on a 


mE, = [ |J|aP . 


On remarquera que, dans ce cas, 4 tout ensemble mesurable e, dans E,, 
correspond un e, mesurable, dont la mesure s’exprime par la formule analogue 
a la précédente. 

Remarque. Sif était sommable mais non fini, la formule de transformation 
subsisterait, 4 la condition de convenir que le produit fJ s’annulera partout 
avec J, méme aux points oi f serait infini. En effet, fJ est nul dans ce cas 
quand on le considére comme limite de f, J (f, étant fini). 


A NEW DEVELOPMENT OF THE THEORY OF ALGEBRAIC 


NUMBERS* 


BY 


G. E. WAHLIN 


INTRODUCTION 


In volume 144 of Crelle’s Journal Hensel gave a new development 
of the theory of quadratic domains of rationality. This development suggested 
to me a similar treatment of the general algebraic domain of degree n, which 
I wish to present in the following pages. 

Let us suppose that we have an irreducible equation F(z) = 0, with 
integral rational coefficients and of degreen. Let a be one of its roots. Since 
there is no loss in generality in assuming that a is an algebraic integer we shall 
do so. Thus the coefficients of F(a) are all integers and the leading coef- 
ficient is unity. 

As the construction and the development of the ring R(g, a) can be ac- 
complished in the same way as was done by Professor Hensel, by simply re- 
placing the fundamental system 1, & of the quadratic domain by the funda- 
mental system w;, we, «++ , wn of the domain k( a), of degree n, we shall omit 
the discussion and refer the reader to § 1 of Professor Hensel’s article. 

It is however of fundamental importance in the following development to 
know that in R(g), the ring of the rational g-adic numbers, the number a 
cannot satisfy an equation of degree less than n, and I shall therefore prove 
this, before taking up the further study of the domain determined by a. 


Suppose that 
@( 2) = + + + 


is a polynomial of degree less than n, with g-adic coefficients, such that 


(a) = 0 (g), and let 


at = aj + Aig We + Wa (t 
We then have 
(a) = + A: +--+ + Anon, 


= do + + + (i 


* Presented to the Society, April 2, 1915. 
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Since an integer of k ( a) is divisible by g when and only when each coefficient 
in its representation by a fundamental system is a multiple of g, we conclude 
that 6(a) = 0 (g) when and only when A; = 0 (g) (¢ = 1, 2, ---, nm), 
and from this system of,equations it follows that | aj; | - a, = 0 (g). 

But the a, are ordinary rational integers and hence | a;; | is a number of 
k(1) and since it is not zero there exists a number 1/| a;; | + 0 and 


‘a =a, =0 (9). 
Hence ¢(2) must vanish identically, and a cannot in R(g) satisfy an equa- 
tion of degree less than n. 
Since the further results of § 1 of Professor Hensel’s article may, without 
difficulty, be extended to the case under consideration, we shall pass on to 
the study of the ring R( p, a) where p is a rational prime. 


1. Tue Rine R (p, a) wHEN F(z) 1s IrREpUCIBLE IN k(p) 


From the theory of the rational numbers we know that when p is a prime, 
the p-adic numbers constitute a domain which we denote by k(p). 

We have assumed that F (2) is irreducible in the ordinary sense, and shall 
next see that when it is irreducible in k( p) the ring R( p, a) is also a domain 
which, as such, shall be denoted by k(p, a). 

To prove this it is sufficient to show that if 8 + 0 (p) then every equation 
of the form 6 - x = y (p) has a unique solution, and as this is true if Br = 1 
(p) has a unique solution, we need only show that every number which is 
different from zero in R(p, a) has a unique reciprocal. 

Since 8 is a number of R(p, a) it is a rational integral function B( a) 
of a, with rational p-adic coefficients, and of degree less than n. Since 
F (2) is irreducible in k( p), F(a) and B(x) are relatively prime. More- 
over, since k ( p) is a domain and hence permits the use of Euclid’s algorithm, 
there exist functions M(2z) and N(2) such that 


M(a)-F(2) + N(a2)- B(x) =1 (p). 


Since F(a) = 0 and B(a) = B, we have N(a)-8=1(p). Hence 8 
has a reciprocal in R(p,a). This reciprocal is moreover unique, because 
if 8; and B; are two numbers such that 6-6; = B- B2 =1 (p), then 
BB: — BBs = B( Bi — B2) = 0 (p) and hence 6; 8( 8:1 — B2) = B: — Be = O 
(p). Therefore 8: = 82 (p) and R(p, a) is a domain. 

The further study of this domain has been carried out by Professor Hensel 
in Chapter 6, §§ 3, 4, of his Theorie der Algebraischen Zahlen, and we shall 
therefore omit any further discussion of it. 


| 
| 
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2. Tue R(p, a) wHEN 1s REDUCIBLE IN k(p) 


I have shown in the introduction that a cannot in k( p) satisfy an equation 
of degree less than n. If we therefore suppose that 


F(a) = Fi(a) (p), 
where F,(2), Fo(x), «++, Fs(2) are irreducible in k( p), we have 
Fi(a)+ Fe(a)--: Fs(a) =0 (p), 


while no one of the factors is zero. We therefore conclude that in this case 
R(p, @) is not a domain. 

Since F(x) is irreducible in the ordinary sense its discriminant cannot 
vanish and hence it must also be different from zero for the domain of p. 
Consequently no two of the s factors can be equal. 

We shall now introduce, corresponding to each of the s factors of F(x), 
s new systems of values for the numbers of R( p, a) as follows. If 8 = B( a) 
is any number of R( p, a) and if 


B(x) =Qi(a)- Fila) + (p), 


we shall call R;( a) the value of 8 for the domain of ); corresponding to the 
factor F;(2) and shall write 8 = R;(a) (»;). 

Two numbers 6; = B,(a@) and 6: = B.(a@) are said to be equal for the 
domain of when and only when B,(2z) — Bz(2) is divisible by F;(2). 

We thus have s new rings R(p;, a) (i = 1, 2, --+, 8) such that each 
number of R(p, a) is for the domain of p; equal to some number of 
R(~;, a) and the sum, difference, and product of two numbers of R( p, a) 
is for the domain of ); equal to the sum, difference, and product respectively 
of the corresponding numbers of R(~;, a). Evidently F;(a) = 0 (;). 

We shall next see that these )p,;-adic values of the numbers of R(p, a) 
constitute a domain. As before we need only show that every number 
6 + 0 (;) has a uniquely determined reciprocal in R(p;, a). 

Let us therefore suppose that 6 = B(a) +0 (p;). Since B +0 ();) 
it follows that B( 2) is not divisible by F;( 2x) and hence since F;( x) is irre- 
ducible we know that they are relatively prime. Hence there are two poly- 
nomials ¥;(2) and ¢;(2z) such that 


and since rational numbers are equal for the domain of }; if they are equal 
for the domain of p, we can write 


+y.(x)- B(x) =1 (pi), 
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the coefficients of the polynomials being rational numbers. But 

Fi(a) =O 
and hence ¥;(a) = 1 (p;). Therefore 8 has a reciprocal which in the 
same way as before can be shown to be unique. Hence the ),-adic values of 
the numbers of R( p, a) form a domain which we shall denote by k();, a). 

If two numbers 6; = Bi(a) and 62 = B.(a) of R(p, a) are equal for 
each of the domains ); (2 = 1, 2, ---, 8) then they are equal for the domain 
of p. For, if Bi = Be (Pi) (4 = 1, 2, ---, then Bi(z) — is div- 
isible by F;(2) (4 = 1, 2, ---, 8) and since these factors are distinct it must 
be divisible by their product. But B,(2) — Bz(2) is of degree less than n 
and hence this is possible only when B,(2) = Bo(x) (p) and hence 
Bi = Be (p). 

Conversely, if 8: = (p), then 6: = Be (C = 1, 2,---, 8). For, 
since B:(a) — Bz(a@) = 0 (p) and since a cannot in k( p) satisfy an equa- 
tion of degree less than n we conclude that B,(2) — Be(2) = 0 (p), and 
hence B,(2x) — Bo(x) is divisible by each of the functions F;(z) and 
Bi = Bo (Pi) = 1, 2, 8). 

Since Fi(2), Fo(a), +--+, Fs(a) are all irreducible and distinct, the 
product Fo(a) +++ is not divisible 
by F;(2) and hence 


F,(a) + Fo(a) +++ Fin(a) + $0 (fj). 
Hence there exists in R( p, a) a number y¥;(a@) such that 
xi(a) = pila) Fila) + (a) =1 


and as is easily seen x;(a) = 0(p;) #7). If we now put B,, = B-xi (a), 
where 8 is any number of R( p, a), we have 


B,, B (pi), B,, = 0 (p;) (j #7), 
(pi) (t=1,2, 


and hence 


p= (p). 


Moreover if from each of the domains k(»;, a) we choose a number 
B; = B,( a) and put 
B(2) = 2, Bi (2) xs(2) 


and 6B = B(a) (p), then B = 8; (pi) (¢=1, 2, ---, 8). Hence for 
arbitrarily chosen there exists in R ( p, a) anumber such that B = 
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If we now let 8; be the p,-adic value of an arbitrarily chosen number 8 of 
R(p, a), and put Be, Bit, Bit1, +++, each equal to 1, then there 
exists in R( p, a) a number such that 


B, = (i) 


to 
a 

~ 


and hence 


= 118, (pi) (s=1,2, +++, 8) 


and therefore 


(p). 


3. CERTAIN RELATIVE DOMAINS 


In order to complete the study of the domains k(;, a) introduced in the 
preceding section it will be necessary to take up a brief discussion of certain 
relative domains. 

Let us denote by n; the degree of F; (x) and by 6; the order of its discrimi- 
nant. Let r be a rational integer greater than max (6), 52, ---, 5,). The 
polynomial whose coefficients are the rth convergents of the coefficients of 
F;(a) we shall denote by F’ (2), and the roots of the equation FY?(2) = 0 
by ay?, «++, ay. 

From Chapter 4, § 3, of Hensels’ Theorie der Algebraischen Zahlen, we know 
that FY’(2) is irreducible in k(p) and hence the domains k(p, a? 
(¢ =1,2,-++,8; 7 =1,2, +--+, m;) are of the kind considered above in § 1. 

Moreover in k( p, a} ) the equation 


F;(x) =0 (p) 


has a solution* which we shall denote by a;;. 
Let us next suppose that 


f(x) =0 (p) 


is the equation of lowest degree in k(p, a/)) which a@ satisfies. We shall 
next see that at least one of the functions f;; (27), fing(%) has, 
in the domain to which it belongs, the corresponding linear factor x — aj;. 

Since F(a) = 0 (p), we know that the degree of f;;(2) is less than or 
equal to n. Let us denote this degree by v;;._ We can then write 


F(x) = Qi (2) + (p), 


where R;;(2) is of degree less than »,;. Thus 


Ri(a)=0 (p), 


* Hensel, T’heorie der Algebraischen Zahlen, p. 159. 
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and hence R;;(2) must vanish identically. Hence f;;(2) must be a factor 
of F(a). Since 
F(x) = Fi(x) (p), 


we see that F(a:;) = 0 (p) and hence x — aj; is a factor of F(x) in 
k(p, af} 

Let us next suppose that no one of the functions f;; (2) is divisible by the 
corresponding linear factor x — a;;. Let us moreover put 


dij (x) 


Then since fij(x) and x — aj; are relatively prime and k(p, a‘}) is a 
domain, we can find M (2) and N (x) such that 


=1 (p), 


and therefore 
M(x) by (2) + N(2) + F(x) = (p). 


But F(x) is divisible by fi;(x2) and from the last equation we conclude 
that ¢:; (2) is divisible by f,; (a2) and hence 


oij(a) =0 (p) 
If we now put 


a is a root of the equation ¥;(2) =O0(p). But 


F;(2) 


- 


which has rational coefficients and is of degree n — 1. But we already know 
that, in k(p), a cannot satisfy an equation of degree less than n. The as- 
sumption that no f;; (2) has a linear factor therefore leads to a contradiction. 

We can therefore suppose that fi: (2) is divisible by x — aj in k(p, al). 
Then as in § 2 we conclude that R(p, a/), a) is not a domain and in the same 
manner we can introduce new systems of values, corresponding to the various 
irreducible factors of fi (a2) in k(p, aa). These, we can show, form 
domains. We shall denote by k( pi, a/?, a) the particular domain corre- 
sponding to the factor z — a1. In the same manner as in § 2, it then follows 
that a = (Pi) 

By this equation we have established a correspondence between the numbers 
of k(p;, a) and those of k( p, a) ) , the corresponding numbers being equal 
for the domain of ),. 


| 
| 
| 
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The sum, product, difference, and quotient, of two numbers of k();, a) 
correspond to the sum, product, difference, and quotient, respectively, of the 
corresponding numbers of k(p, 

If %, and %. are rational numbers from k(;, a) and k(p, a!) respec- 
tively and if %, corresponds to %2 then, as is easily seen, %, = %2(p). IfB 
is any number of k(p;, a) and B the corresponding number of k( p, a‘/)) and 
if f(x) = 0 (p) is the irreducible equation in k(p) which 8 satisfies then 
f(B) = 0 (p) and hence f( 8) = 0 ();). 

If we now define an integer of k( ;, a) to be a number which for the domain 
of p; satisfies an irreducible equation with rational integral coefficients and 
the leading coefficient unity, we see that to an integer of k();, a) corresponds 
an integer of k( p, and to a prime number of k(p, corresponds a 
prime number of k();, a). 

By the norm N,,(8) of a number of k(;, a) we shall understand the 
norm of the corresponding number of k( p, a). 

By means of these definitions and the correspondence thus established, the 
results of the development of the domain k(p, a‘)) as given by Professor 
Hensel (see § 1) are seen at once to be true for the domains k(;, a). 

The theory of divisors in Professor Hensel’s paper can now without trouble 
be extended to the general case. 


RULED SURFACES WHOSE FLECNODE CURVES HAVE PLANE 
BRANCHES* 
BY 
A. F. CARPENTER 
INTRODUCTION 


According to the point of view of Cayley, the curve of intersection of a 
surface with its tangent plane has a double point at the point of tangency. 
If this double point is also a point of inflection on one of the branches of the 
curve of intersection, Cayley very aptly calls such a surface point a flecnodet 
and speaks of the locus of all such points of a surface as its flecnode curve. 
Since the inflectional tangent at such a point must be regarded as having four 
coincident points in common with the curve, the fleenode curve may also be 
thought of as the locus of those points of a surface at which four-point tangents 
can be drawn. This point of view was first adopted by Salmon.{ It is the 
latter property of the flecnode curve with which we are here concerned. 

On each generator of a ruled surface there will be in general two flecnodes 
since four consecutive generators of the surface have two straight line inter- 
sectors. In this sense the flecnode curve will be spoken of as having two 
branches. In the same way the flecnode surface, or locus of the four-point, 
or flecnode, tangents, will be a ruled surface of two sheets, one sheet through 
each branch of the flecnode curve. 

In the general theory of ruled surfaces as developed by Wilczynski§ many 
important theorems are obtained by taking for directrix curves the two 
branches of the flecnode curve. It is the purpose of this paper to consider 
those ruled surfaces whose flecnode curves consist of two plane branches. 
Three cases will be considered: 1, when the two branches are non-rectilinear 
and distinct; 2, when the two branches are non-rectilinear but coincident; 
3, when one, or both, branches are straight lines. As far as possible the 


* Presented to the Society, December, 1914. 
¢ Cayley, Collected Mathematical Papers, vol. II, p. 29. 
tCambridge and Dublin Mathematical Journal, vol. IV, 1849, 
pp. 252-260. 
§ Wilczynski, Projective Differential Geometry of Curves and Ruled Surfaces. Hereafter 
referred to as W. ; 
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notation used will be that already made familiar to mathematicians by the 
work of Professor Wilczynski to whose helpful suggestions and sympathy 
is due the inspiration for the work here presented. 

The theory of ruled* surfaces may be based on the consideration of the system 
of ordinary linear homogeneous differential equations 
(A) +qnyt+qz =0, 

+ por y’ + poor’ + gary t+ 
where pix, are functions of x. 

If (yi, = 1, 4) is a fundamental system of simultaneous 
solutions of (A),y1, +++, ysand 2, «++ , 24 are interpreted as the homogeneous 
coérdinates of two points P, and P, of space. As 2 varies P, and P, trace 
curves C, and C, between which there is evidently a point to point corre- 
spondence and which are directrix curves of the ruled surface S generated by 
the line L,,.. 

Every transformation of the form 


(1) E=f(z), 
where a, 8, y, 6, f are arbitrary functions of x and for which 
D = ab — By +O, 


transforms (A) into a new system of the same kind. Geometrically, (1) 
serves merely to replace the curves C, and C, by two other curves C,, and C, 
of S and to change the parametric representation of the surface. 

The differential equations of C, and C,, that is, the differential equations 
satisfied respectively by y1, ---, ys and 2, --~+, 24, are in general of the fourth 
order. If either, say the one for C,, is of the third order, then between 
yi, ***, Ys there exists one linear relation, that is, C, is a plane curve. 

The necessary and sufficient conditions that C, and C, be plane curves, 
that is that their differential equations be of the third order, aret respectively 


(2) Ai = Piz $12 — = 0, As = $21 — Jaita = 0, 


where 
Pr (pu + ) Prs — Toa = Pa (pu + p22 ) Por — 


2 => Pi + Pi2 — 821 = Por + P22 — 


The fundamental invariants of system (A) aref 


0,,=80,0; —90,°+810;, —2J')?, 


7 W., p. 126 et seq. 
+ W., pp. 229, 230. 
FV. 
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U1— 
(4) Oy = | M11 — Vee 2 21 
Wi1 — Wee We1 
where the quantities wi, are defined by the equations 
= — 4qu + Pir + Piz Par, 
= — 4qi2 + Pre (pu + P22), 
(5a) 
2p21 — 4q21 + por (pir + poz), 
2p22 — + p22 + Piz Pri; 
where 21 , %22, denote the quantities 
V11 + Pi2 — 
+ (pi = P22 ) Ur2 - U22 ) 
(5b) 
2u21 — (pu poz ) + pai Ure) 


2t22 — Pi2 U21 + pa U2, 

and where 

Wy = 20); + P12 — Pri 
Wi. = + (Pi — M2 — Pre (M11 — V2), 
(5e) 

Wei = — (pir — Poe) 21 + Por (M11 — V2), 

Wee = 222 — Piz Ve1 + Por M12, 
(5d) IT = uy + un, J = U1 U2 — Uy Uri, K = 022 — V1. 

A suitable transformation* on the dependent variables reduces (A) to a 
new system which may be written without danger of confusion 
1 , 1 , 

(F) pe2 + any + =9, + pay’ + y + 
and for which 
(6) Pu = Des = U3 = Ua = 0. 


When this transformation has been made the fundamental invariants reducef 
to 
= (uu — Us 16 ( qu)’, 


(7) O4.1 = 80, — 90)? + 8 (ui + 


204 VO, ( par Piz — Pr Par = OF 


*W., pp. 116, 117. 
+ W., pp. 119, 120. 
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If neither 0, nor O49 is zero, the coefficients of (F) may be expressed in terms 
of the invariants by means of the formule 


(8a) pu = 0, = 0, = » = pa 


pu 


1 
(Sb) G5qu = G (1601 — + 80, — 90;’) — 8 


1 — 
G4qo2 = (1601 — + — 90,7) + 8 
4 


Geometrically the reduction of system (A) to the form (F) is equivalent 
to choosing the two branches of the flecnode curve as directrix curves C,, and 
C,. This reduction can always be made if 0, + 0, i. e., if the flecnode curve 
has distinct branches.* It is with system (F) that we shall deal in part 1. 


I. THE TWO BRANCHES OF THE FLECNODE CURVE ARE DISTINCT, NON- 
RECTILINEAR, PLANE CURVES 


By means of (8a), equations (3) become 


rie = — $12 = Piz G22 — 
(9) 
, 1 
= — $21 = P21 — 
and by substituting from (Sa) and (9) in (2) we obtain the necessary and 
sufficient conditions that C, and C, shall be plane curves, in the form 


(10) Ai = pis — pis + = 0,. Ae = pr qu — pai + = 0. 
We have from (8b) by differentiation 


, 12 , 

FQ, (01 Or + 201 — 40% Ovo), 

( — VO, + 20, — 40; Ow), 
= (936? — 49° + 320, 67, — 60,10, 0, 0,0 

(11) Pi2 160? 4 Vo 4” 0 4 Vio 4 49s Pro 


— 160, 0, + 407 VO, 8; O,, + 80; O,, — 160, 
P21 
Pa 160? 

— 160, — 40? VO, + 807 O,, — 160, 


*W., pp. 148, 149. The necessary and sufficient condition that C, and C, be the two 
branches of the flecnode curve is uj2 = Ua = 0. 


(0% 62 — 40? + 320; 62, + 60, VO, 9, O,, 


- @ 
= 
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By substituting from (8b) and (11) in (10) we obtain A; and A, in terms of the 
fundamental invariants, in the form 


= 
where 

= 160}, — O41 Of) + 400, Of Of) — Of» + OF OF + 200% Oo 

— 1604 0; O10 — 1607 O10 + 404 VOs (204 Ofo — 30; Os Ov 
— 20, O10 + 30, 910), 

2 = 1603, — 0%) + 400, 07, — 250," 67, + 03 62 
+ 200; Of) — 1604 O10 — 1607 — 404 VOs (26; i, 

— 30; Oy O10 — 204 O10 + 304 Oy Ojo). 


Now pi can not be zero for otherwise the first of equations (7) would reduce 
to a second order equation in y alone, that is, C, would be a straight line 
contrary to our hypothesis. Similarly for p.. We conclude therefore that 
5, = 0 and 82 = 0 are the conditions for a flecnode curve with two distinct non- 
rectilinear plane branches. 

It should be noted that 6; and 52 are invariants of weight thirty. We have* 


01, = 90, 0; — 40, 0,, O15 = 501 — 204 O10, 
Ox = 150150; — 40,615, = 1000 — 90 
From (12) we find 
51 — 52 = 804 VO4 (304 — 204 O10 — 30; Oy Or + 204 
(14) 6; + = 2(160}, + Of — Of, + 400, OF, 
— 1602 Ox + 2003 O15 — 160, — 250; 07), 


(13) 


or, by making use of (13), 
— 804 VO, (O10 O14 + O4 O20 — 604 
51 + = 2 (160), + Of OF — 04.1. + + 2010 Foo), 
whence 
5: = 160}, + Of OF — O41 Ofo + + 2010 
— $0, VO, (O1 O14 + Or — 604 
1607) + 65 — O4.1 + 507; + 2010 P20 
+ $0, (O10 O14 + O4 Ox — 604 O70), 


which equations put the invariance of 6; and 62 in evidence. 


p. 112. 


| 
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The differential equation for C, is,* in view of (8a) 


(16) + + 3py' + psy =0, 
where 
Piz 1 
— (pi2 pa — G1), 
(17) 
ps = — Pa + 


The invariant of weight three for this curve may now be calculated. It is 


wheret 


ie) = — pi- Pi, Ps = ps — p2 + 2pi — pi. 


By making use of (17), and of the first of (10) to eliminate derivatives of 
higher order than the first, we find that 


(18) Qs = (gen — gu) (gin 1), 
or, in view of (8b) and (13) 7 
(19) = 0; — O15 
1604 O10 


In similar manner we obtain the corresponding invariant for C,. It is 


Oy + VOx O15 
(20) Os = (qu — — (gi — gis) 160,00 


These invariants of C, and C, are also invariants of weight three of the surface 
S. 
Let us suppose that C, is a conic,{ that is, that@; = 0. We have from (19) 
9/10, — 0,, = 0. 
If C, is a conic, we find 
6/6, + = 0, 
so that if either C, or C, is a conic we shall have the rational invariant equation 


— = 0. 


But Wilczynski has shown that any ruled surface which satisfies this con- 
dition has the property that the principal surface of the flecnode congruence 
intersects one of the sheets of the flecnode surface along the second branch of 
 *W., p. 230. 
W., p. 59. 
t W., p. 61. 
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its fleenode curve.* We conclude therefore that if either branch of the flecnode 
curve of a ruled surface is a conic then the principal surface of the flecnode con- 
gruence intersects one of the sheets of the flecnode surface along the second branch 
of its flecnode curve.t Moreover this theorem holds when only one branch of 
the flecnode curve is plane. 

Let us next suppose that both C, and C, are conics. By addition of (18) 


and (20) we have 
Piz Pa 
Bs ) (qe2 — qu) 


But if go — qui = 0, then by (7), 04 = 0, that is the two branches of the 
flecnode curve are coincident,{ contrary to our hypothesis. It follows that 
Pi2/Pi2 = Psi and therefore that 


dx 2 Pr Piz 2 Pi2 dx P21 


(21) 


Now from (10) we have 


= 3 (Be), = (22), 
and this, with (21) gives again g2. — qu = 0. We conclude therefore that 
there are no ruled surfaces whose flecnode curves are composed of two distinct, 
non-degenerate, conics. 

It is possible, by a suitably chosen transformation on the independent 
variable,§ to make uw; — we. = 1. 

Let us assume that system (F) is such that 


(22) Puj;= = Ue = Ua = O, U1. — U2 = 1, 


and at the same time that C, is a conic while C, is any plane curve not a conic. 
From equations (7) we have 


(23) Go, =1, 
and from (19) and (13) it then follows, since C, is a conic, that 
(24) OQ, O15 = 2050 QO. 


*W., p. 175 and pp. 216, 217. 

7 If F’ and F” are the two sheets of the flecnode surface of S then S is one sheet of the 
flecnode surface of F’ (F’’) and C,(C:) is one branch of the flecnode curve of F’ (F’’). 

t W., p. 150. 

§ W., p. 117. 
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By means of (23) and (24) the first of equations (12) gives 
= Ojo [8 (200 +1) — O41] + (O9 + (Oo + 10810) 
— 801 (05 + 2010) = [8 (2610 + 1) — O41] 
But in our case 6; = 0 and Oy + 0, so that we find 
(25) 04.1 = 8 (20% + 1). 


Remembering also that 52 = 0, the first of equations (14) may be reduced 
by means of (23) and (24) to 


(26) 20 O10 — 3010 + = 0. 
The general solution of (26) is 
O10 = (Aa — 


and this result substituted in (24) and (25) gives 


A, (A, — ’ Ou = 


We now have our four fundamental invariants expressed explicitly in terms 
of the independent variable and two arbitrary constants. Consequently it 
is possible to calculate the coefficients of system (F). By means of (23) and 
the first of equations (8b), we find piz = As. The last equations (7) then gives 


Piz A; A3(A2 — 
From (8a) we find 
= _ (Az + 
qiz = ’ Ay A; 


From the first of equations (10), since piz is a constant, g22 = 0, and since 
Un — Use = 4( — Qu) = 1, 


1 


The coefficients of system (F) have now been calculated. They involve 
three arbitrary constants of integration, but two of these are not essential; 
for the transformation 


(27) f=2, = 2 — log Ao, 


leaves conditions (22) unchanged and serves to remove Az and A;. The 


+]. 
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transformed system of equations is 
2 Ae‘ (1 + 


(28) —in=0, + (1 n=0. 


Since each value of A gives a system of equations defining a class of mutually 
projective ruled surfaces,* we conclude that there exists a single infinity of 
classes of mutually projective ruled surfaces having the property that their flecnode 
curves consist of two distinct plane branches, one of which is a conic. 

Closely connected with the flecnode curve of a ruled surface is its complex 
curve defined by means of the linear complexes which osculate S along its 
generators. Wilczynski has shownj that in general the complex curve cuts 
each generator of S in two points and that these two points are harmonically 
separated by the two flecnode points. The transformation which serves to 
replace the pair of directrix curves associated with system (A), with the two 
branches of the complex curve, is determined by the two factors of the co- 


variant{ 
[ — — (011 — Vee) Jz? + [ — 
— (011 — P22) y? + 2 V21 — M12) 
For system (/) this covariant reduces to 
(u11 — U22)? (par — pir 2”), 


so that the transformation which replaces the two branches of the flecnode 
curve with the two branches of the complex curve is 


(29) = y+ Vpi2 z= y — 2. 


If we denote by pix, Gx, (7, k = 1, 2), the coefficients of this new system 
satisfied by 7 and Z, we have 


— 12 21 12 21 
= Vie Pa — | — +— }, 2 = — 
pu Piz Pa — 5 + Piz P21 2\ pis + pa 
30 2 = pu =5| Pa), 
(30) Pi Piz 
-}(4+4) — -3(2 
~ = Die ’ = = 9 Piz 


If, as we suppose, C, and C, are plane curves, then according to (10) 


*W., p. 132. 
Tt W., pp. 204-206. 
t W., p. 208. 
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and we may write our new system of equations in the form 


, pu\ , pie Pa 
yr | Pr + p21 2\ pi pa 


1 (Diz E 5 ba) |e 


The differential equations for C, and C, may now be found. If we include 
with the two equations (C) the equation obtained by differentiating the first 
of the pair, we may eliminate 2” and 2’ from this set of three equations and 
obtain 


(C) 


+ =[(pu + poe) Pw — Pie) 
Pr 

(31) 


By a similar process 


— \— Do 1 3” 
(pir + poz) — Piz) 2 


9 
(32) 1 — \ = * 
+ Pr2 (pir Pre Pox — Piz Por + Piz P22 — Piz)? = 0. 


Since (31) and (32) are of the third order only, we conclude that if the two 
branches of the flecnode curve are distinct, non-rectilinear, plane curves, then the 
two branches of the complex curve are distinct, non-rectilinear, plane curves. 

We now wish to ascertain the relation which the planes of the two branches 
of the complex curve bear to the planes of the two branches of the flecnode 
curve. For this purpose we choose, with Wilczynski, the tetrahedron 
P,P, P, P, for tetrahedron of reference, where 


(33) p=2y+puytpez, =22'+ pnyt pez, 
are semi-covariants of system (A) which reduce to 
(34) p=2y’+pe2z, =22'+pny, 


for system (F). Moreover we may choose the local coérdinate system asso- 

ciated with P, P, P, P, in such a way that the point represented by the 

expression Ay + uz + vp + xo will have the coérdinates (A, wu, v, x).T 
Referred to the tretrahedron P, P, P, P, the equation of the plane oscu- 


* Dis + 0 for otherwise we would have pi: = kpx and it would follow from (10) that 
qu — G22 = O, i.e., = 0. 
t This amounts to choosing the point represented by y+ z+ p+ o as unit point. 


| 
fi 
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lating C, at P, is 


(35) | 
GY. Yo Ys 


nah 

But this is also the equation of the plane of C,. We have 
= Vpn y + x. 

Making use of (34) and (10) 


27, = ( = ) Yr + (2 
Vpo1 


—= is + + Vpi2 
(k=1, 4) 


ad , + 
Vpi2 P21 Vpo1 


Vpi2 Par — Piz én ~ + 
Vp Piz VPi2 


+ (2 - pa ) + (2 — ps on. 
Vpe1 Vp Pre 
By means of these values, (35) becomes, after dividing by poi pj2 — pie pr ,* 


Par 
) 1 Pr 3 p21 4 


In similar manner{ we obtain the asics of the plane of C, in the form 
1 Piz 
VPo1 Vp Vpi2 
Now the equations of the planes of C, and C, aret respectively 


0, 


(37) 


(38) Piz Lo + — X4 
(39) — Pr + py = 


If (36) be subtracted from (37) and the resulting equation multiplied by 
4n12 Vpi2, (38) is obtained, while if (36) and (37) are added and the resulting 
equations multiplied by }p2: Vpo1, (39) is obtained. We conclude therefore 
that the planes of the two branches of the complex curve pass through the line of 
* Piz — Piz P21 0. See footnote p. 518. 


t In view of (29), (37) may be obtained from (36) by changing the sign of Vp... 
{ W.,p.214. (38) and (39) are more generally the planes osculating C, and C, at P, and P,. 


lz, @e 
Yi. Yo Ya 
| 
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intersection of the planes of the two branches of the flecnode curve. Combining 
the last two results with the harmonic property of the points P,, P;, P., Pz, 
we are able to state the following 

THEOREM I. If the two branches of the flecnode curve of a ruled surface are 
distinct, non-rectilinear, plane curves, then the two branches of the complex curve 
have this same property and the four planes of these curves form a harmonic pencil 
of planes in which the planes of the two branches of the flecnode curve are separated 
by the planes of the two branches of the complex curve. 

We proceed next to investigate the converse of Theorem I. It is evident 
from the start that if either py. = 0 or po: = 0, Cz and Cz will coincide with 
one or other branch of the flecnode curve by (29) and that this branch 
will be a straight line by (8a) and (Ff). The necessary and sufficient con- 
ditions that Cz and C; shall be distinct plane curves are, by (2) and (30) 


(40) Ar = S12 — = Diz — Pre Pee + Giz + — Pre = 0, 
(41) Ae = Per — Gor = Gur — Pu que + Jiz + Pi2 — Pr = 0. 
From (40) and (41) we find 


Ai — A» = Pr (Pu — Po) = 9, 
so that either 
=0, g2=0, or pu— pe =0. 


We may then replace conditions (40) and (41) by one of the pairs of equations 


(a) Ai = 0, Piz = 0, 
(b) A,=0, 
(c) Ai = 0, Pu — = 


(a) If pw = 0, A; = 0 reduces to gz = 0. Now from 


1 (2: Pu) 
2=5 = 0 
2 Piz Pa 
we have as before 


_ 3 = 2( on = 
Pi =2\ pr pu 2 


or 
A, Ai _ 


But this result substituted in gi. = 0 gives qi1 — go2 = 0, that is, 


= (uu Ure )* =0, 


| 
Por 
= 2 -— 
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and this together with uw. = we = 0 reduces S to a quadric,* a surface for 
which both flecnode curve and complex curve are indeterminate. 

(b) If gw = 0, A; = 0 reduces to either Di. = 0 or G1 = 0. The first 
possibility has already been treated in (a). From qu = 0 and q2 = 0 we 


conclude 
 3/p,,\? 
du + = an 52 +3 ( 2) =(), 
= 
= — + (BE) = 0, 


and these equations are equivalent to (10). Whence the two branches of the 
flecnode curve are distinct, non-rectilinear, plane curves. 

(c) Pu — Poo = 0 reduces to Vpi2 po = 0, that is, either py =0 or 
po = 0, a situation already considered. 

We conclude then that the converse of Theorem I holds. 

The question of the extent to which a ruled surface is determined by the 
condition that the two branches of its flecnode curve shall be distinct, non- 
rectilinear, plane curves may be answered by the following construction. 

Let C be any given plane curve. On C let any set of points P;,---, Ps, --- 
be taken, corresponding for instance to values of the parameter & differing by 
Aé. Through each of the points P;, P2, P3, draw an arbitrary line and let 
01, Q2, Qs, be the points of intersection of these three lines gi, go, gs, with an 
arbitrary plane x. Through P; and Q, respectively draw the lines f; and f; 
which intersect gi, g2, g3. The plane determined by f; and P, will intersect 
fi. This point of intersection, together with P, will determine a line g, 
which intersects both f; and f; and cuts the plane x in a point Q;. Through 
and Q2 respectively draw the lines and which intersect go, gs, gs. 
The plane determined by f; and P; will intersect f; . This point of intersection, 
together with P; will determine a line g; which intersects both f; and f and 
cuts the plane x in a point Q;. Proceed thus, locating each time a new point 
in the plane x. The sets of lines f; and f; are such that each line of either set 
intersects four successive lines of the set g;. When Aé approaches zero the 
set of lines g; will constitute a ruled surface S , while the sets of lines f; and f7 
will also constitute ruled surfaces F’ and F” such that each line of either surface 
will be a four-point tangent to S, those of F’ having as locus of their points of 
tangency the curve C and those of F” having as locus of their points of tangency 
the locus of the points Q;. 8S will therefore be a ruled surface whose flecnode 
curve consists of two plane branches. 

The arbitrary choice of the plane x should, in the analysis, give rise to three 
constants of integration, while the three lines gi, g2, g3, should give rise to 


W., p. 150. 
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six additional constants, making nine in all. We may exhibit these nine 
constants as follows. We may think of the invariants @; and @, of Cas given 
functions of a parameter £ since these two invariants are sufficient to determine 
a plane curve except for projective transformations,* and since when a para- 
metric representation of a plane curve C is given, the invariants are known 
functions of the parameter. We wish to identify the curve C with the branch 
C, of the fleenode curve of the surface S, where the invariants 03; and 0, 
of C, and the coefficients of system (F) are thought of as unknown functions 
of x. We may assume that the independent variable x of (F) is so chosen as 
to make g22 — qi: = 1 and we will then have for the determination of these 
unknowns, from (8a), the conditions 


(42) Piz —2g2=0, pu — 2qn =0, 
from (8a) and (10) 


Il 


(43) piz(1 — pie qi2 + 3qi2 = 0, Pu Qu — Par da + 
from (18) 

Piz 
(44) +0; = 0. 


The invariants 0; and 0; of C, are connected by the relation 

= 60; 0; — 70; — 27P, 03, 
which, by (17), (17a), and (10) becomes 
(45) — 70; + 27[3 (pi2 pa — 49) — 1] 03 — Os = 0. 
To complete the identification of C and C, we have the two relations 
(46) =0;, = 6s, 


which must hold when the independent variable is transformed from £ to zx. 
By a suitable combination of equations (42) and (43), qi, qi2, qo. may be 
eliminated and a new equation obtained involving only py2, po: and their first 
and second derivatives. ©; may be eliminated between (44) and the second 
of (46) and an equation of the first order in £ and pi2 obtained. By means of 
the second of (43) and equations (46), 03, 03, and qi: may be eliminated from 
(45) and an equation of the third order involving £, p12, po: obtained. The 
solution of these three equations in the three unknowns £, p12, p21, is a problem 
of the sixth order involving six constants of integration. When £, pis, por 
have been found, all the remaining coefficients of system (F) may be obtained 
without further integration. The existence of a six-parameter family of 


*W., p. 61. 
+ W., p. 59. 
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surfaces each of which has the given curve C for one branch of its flecnode curve, 
is thus established. But to the surfaces of this family must be added all those 
which may be obtained from them by the most general projective transforma- 
tion which leaves the points of the plane of C invariant. This transformation 
involves three additional parameters, thus completing the count. 


2. CASE OF COINCIDENT PLANE BRANCHES OF THE FLECNODE CURVE 


When the two branches of the flecnode curve are coincident we may no 
longer make use of our system of differential equations in the form (F). If we 
choose the curve with which both branches of the flecnode curve coincide for 
one directrix curve, C,, and any asymptotic curve of S for the other directrix 
curve, we shall have 


(47) 04 = 0, U2 = 0, Pa = 0.” 


We may further assume that p11 = poo = 0 without disturbing conditions (47). 
From (47), (4), (5a), and (5d) we find 


= (un U2 )* ad 16 ( gu)? = 0, 
so that qi: = q22. System (A) now becomes 
(Fi) oy’ 2” 


Corresponding to equations (5) we have 


(48a) wi = = — 492, W2=0, = — 
O11 = — 8q22 — 4pie gar, = 0, t1 = — 8921, 
(485) , 
22 = 8q22 + q21 

Wi = — 16922 — gar — 16pr2 gai, wie = Spiz Jar, 

Woy = — Wee = — 16q22 + 8pi2 gor + Gai, 

I = uy + U2 = — 8q22, J = Un Un = 

(48d) . 


K = 011 = 64922 — 16pi2 gh. 
The invariants given by (4) may now be calculated. They are 


04 = 0, 04,1 0, 2° Piz ’ O10 0 ’ 
(49) 


Let the independent variable now be so chosen{ that 
U1 + U2 = — = 0, 
*W., p. 142. 


t In general, is defined by 65 = 27&,+5(K —2J”). 
t W., p. 172. 
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and at the same time let us suppose that C,isa plane curve. The first of 
equations (10) becomes . 
iDiz = 0, 
4 
(ca + 


from which we obtain 


The coefficients of (F:) now involve one arbitrary function gz; and two con- 
stants of integration. But one of the latter is not essential, for the transfor- 
mation 

n=Y; f= cz, E=2+0,/c, 


leaves unchanged all the conditions thus far imposed and serves to remove ¢1. 
System (F;) now takes the form 


4 / 4 
taps =9, + eqn =0, 
and for this system we find 
3? 28g? 
o,=0, = = = 0, Ow» = 0. 


If 0, and Oy, are regarded as given functions of £ then the coefficients of system 
(F) are determined except for one constant of integration. 

Of special interest in the case under consideration is the secondary develop- 
able of the flecnode curve.* Through each point of the flecnode curve there 
pass four lines of special interest, the generator P, P, of S, the flecnode tangent 
P, P,, the tangent to the flecnode curve P, P,,, and the harmonic conjugate 
of the latter with respect to the first two. The locus of this last line is a de- 
velopable surface called by Wilczynski the secondary developable of the flec- 
node curve. The tangents to the flecnode curve also generate a developable 
which is called the primary developable. Associated with these two develop- 
ables is a one-parameter family of ruled surfaces} each of which has one branch 
of its fleenode curve in common with that of S. Moreover, the generators 
of these surfaces, at each point of their common flecnode curve, form an in- 
volution the double lines of which are the generators of the primary, and 
secondary, developables through that point. 

The secondary developable is the locus of the line P, P,t where 


(50) T=y + Prez, 


while the one-parameter family of ruled surfaces is generated by the line P, P, 


where 
e=t+hy =(1+k)y+ pez, 


*W., p. 233. 
+ W., p. 234. 
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| 


1915] RULED SURFACES WITH PLANE FLECNODE CURVES 525 


any given surface of the family being obtained by holding k fixed* and varying 
zx. The system of differential equations for this family of ruled surfaces has 
for dependent variables y and e and for coefficients, functions of k, and of the 
coefficients of system (F), or of system (F), according as the two branches of 
the flecnode curve are distinct or coincident. For the latter case, if in ad- 
dition to condition (47) we impose the condition that C, shall be plane, given 
by the first of equations (10), the coefficients in question are 


1 k 1 
Py = - v, Py» = 
1 3 
Qu = — (8 — 28"), Qu = 
1+k)(1-—3k) 1 — 3k 


Qa = — kpw ga +3 (1+ k)( 0” — 3d’) 


(1 — 3k) 


4k — 30°), 


where = Pi2/pi2.T 

The invariants of this family of surfaces may now be obtained by applying 
(4) and (5). They do not involve k and are precisely those of the surface S 
given by (49). Since 0, = 0, the flecnode curve on each surface of this family 
has coincident plane branches. But there is a further important property 
of this family. If we consider any two surfaces S;, and S;,, then the system 
of equations whose integrating ruled surface is S;,, is transformed, coefficient 
for coefficient, by 


into the system whose integrating ruled surface is S;,, that is, the surfaces of 
the family are projectively related. We have then 

TuHeoreM II: If the two branches of the flecnode curve of a ruled surface S 
coincide in a plane curve, then there exists a one-parameter family of mutually 
projective ruled surfaces each having the two branches of its flecnode curve coinciding 
with that of S, and to this family S and its flecnode surface belong. 

The curve C, has been assumed to be plane and therefore the primary de- 

*It is of interest to note that the cross ratio of the lines Py Pe, PyPes PePot, PaoPs,i8 


—k. 
1 S and its flecnode surface F are obtained by taking k equal respectively to — 1 and 1. 
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velopable reduces to the plane of C,. From (50), by differentiation and the 
use of the first of (F), we find 


so that y, y’, 7, 7’, satisfy a linear relation of the form 


hy + wy’ + vr + pr’, 


where 
1 Pir 1 Diz 
q22 2 pis v 2 Pi2 p 
We further observe that 
1 Pir 3 ("2 ) 
(51) — up p+ py 4\ q22 


in view of the first of equations (10). But (51) is the condition that the 
developable generated by P, P, shall degenerate into a cone whose vertex is 
given by 


1 , 1 , 2 
(52) g=uyt+or + = + + Piz 


We have shown that when the two branches of the flecnode curve coincide 
in a non-rectilinear, plane curve, the secondary developable of this curve be- 
comes a cone. Let us assume only that one of the two branches, C, say, of 
the flecnode curve is plane and that its secondary developable is a cone. The 
condition for this ist 


A= 2pie (gee = qu) =0. 


But since pi. + 0, it follows that gee — qi. = 0 and hence that 0, = 0. 
The two branches of the flecnode curve therefore coincide. We may now 
combine the last two results in 

THEOREM III: In order that the two plane branches of the flecnode curve of a 
ruled surface may coincide it is necessary and sufficient that the secondary devel- 
opable of one of these curves be a cone. 

Let us think for a moment of the flecnode curve as being composed of two 
distinct branches not necessarily plane. The edges of regression of the secon- 
dary developables of these two branches are the loci of the points whose 
expressions are 


(53) 


p. 131. 
+ W., p. 236. 
t W., p. 235. 


1 pie 1 pis 
“Pr 

| 
| 
| 
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Now the equation of the quadric osculating S along L,, is 
The equation of the polar plane of the point P, with respect to this quadric is 
t2 + Piz — = 0, 
and that of the polar plane of the point P, is 
por — Po %3 + ps = O. 


But these are exactly the planes which osculate C, and C, at P, and P, re- 
spectively, as given by (38) and (39). In other words, the edges of regression 
of the secondary developables of the two branches of the flecnode curve of S 
are the loci of the poles of the planes osculating the flecnode curve, taken with 
respect to the quadrics which osculate S. This theorem has been stated 
without proof by Tzitzeica.t 

If now C, and C, coincide in a plane curve, the osculating planes coincide 
with the plane of this curve and the secondary developable becomes a cone 
the vertex of which is the common pole of the plane of this curve taken with 
respect to the osculating quadrics of S. The expression for this point given 
by (50) is of course a multiple of that given by the first of (53). We make 
use of this pole and polar relation in a construction of the surface. 

Let C be any given plane curve. On C let points P;, ---, Ps, --- be taken 
corresponding to values of the independent variable differing by AE. Through 
P, and any point P not in the plane of C, pass the line PP,. This line, 
together with the tangent to C at P,, determines a plane PP, 7,. In this 
plane draw any line g; through P,. In the same way through P2 and P; 
draw lines g2 and gs lying respectively in the planes PP, T2 and PP; T;3. 
Through P, draw the line f; which cuts g, and g3. It will intersect the plane 
PP, T, in a point which with P, will determine a line g,. Through P, draw 
the line fe which cuts g3 and gs. It will cut the plane PP; 7; in a point which 

*W., p. 191. 

t Tzitzeica, Comptes Rendus, July, 1908, p. 173. 

t In the one-parameter family of ruled surfaces whose differential equations have the coef- 
ficients given by (50a), the surfaces S; and S_; bear the same relation to the primary and 
secondary developables of C, as do S and F. It is therefore to be expected that P. would be 


the pole of the plane of C, with respect to each of the quadrics H; osculating S;,. This is 
easily verified, for the equation of H; is found to be 


2 2pi2 2 2pi2 Piz Piz 
and the polar plane of P, with respect to H; is given by the equation 
Piz p's Pi2 =0. 


P, is therefore the pole of the plane of C, with respect to an ©? of osculating quadrics. 
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with P; will determine a line g;. So proceed, obtaining alternately new lines 
f and g. The two sets of lines g and f are such that each line of either set 
intersects four consecutive lines of the other set. Now let Aé approach zero. 
As the points P;_,, P;, Pi,; approach coincidence, the quadric determined by 
the three lines gi-1, gi, gi+1, approaches a limit quadric H;. Moreover, with 
respect to this quadric P and the plane of C have the pole and polar relation 
since P is the point common to the planes tangent to H; at Pi1, Pi, Pi. 
At the same time the two sets of lines g; and f; will approach two ruled surfaces 
S and F each of which is one sheet of the flecnode surface of the other, and C 
will be one branch of the flecnode curve for each surface. The quadrics H; 
will osculate S along the generators g; and the plane of C will have with respect 
to all these osculating quadrics the common pole P. Since the locus of the 
poles of the plane of C with respect to the H; is the edge of regression of the 
secondary developable of C , this developable is a cone and hence S, and there- 
fore F , have the two branches of their common flecnode curve coincident and 
plane. 

The way in which 91, g2, g3 have been taken should in the analysis give rise 
to three constants while the choice of an arbitrary point P should produce 
three more, making six in all. Under the conditions 


04 = Pu = Poa = Por = Un = 0, 
and with C, a plane curve, we have from (10) and (F;) 
(54) — pediz+ =0, gqi—q2=90, pi =0. 
By an appropriate choice of the independent variable of the surface, we may 


make 0; = 1.* When this is done it is easily shown that the invariants 03 
and 9s, of C, satisfy the relations 


Pr qa = — 0; = - 1, 


(55) 
O03 + 36q22 03; + 70; — 66;0; = + 36q22 = 0. 

In order to identify the curves C and C, relations (46) must be satisfied. By 
making use of the first and third of (54), the second of (55) and the first of (46), 
we may eliminate q12, q22, and 03 and obtain an equation of the second order 
involving pyz and &. The second of (46), in view of the choice of the inde- 
pendent variable, reduces to an equation of the first order in £ alone. The 
solution of these two equations in the unknowns pj2, £, involves three constants 
of integration. When py and ~ have been found the remaining unknowns 
may be obtained without further integration. 


— We may always do this unless 0; = 0. Butif 6; = O either pi2 = 0 or go: = O from (55). 
Since we exclude here the case where C, is a straight line, p12 + 0, so that we must have gai = 0. 
But this makes wz, = 0 by (48a) and hence S is a quadric. 
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The existence of a three-parameter family of ruled surfaces each of which 
has the two branches of its flecnode curve coinciding with C , is thus established. 
But to the surfaces of this family must be added all those which may be obtained 
from them by the three-parameter projective transformation which leaves the 
points of the plane of C invariant. The six constants of the construction are 
thus accounted for. 

We may think of each surface of the three-parameter family first obtained 
as being determined by a pair of directrix curves consisting of the curve C 
and one of the asymptotic curves of the surface. Since on each surface there 
is a single infinity of asymptotic curves, the ©* of surfaces gives rise to a four- 
fold infinity of asymptotic curves. If the constants involved in calculating 
the coefficients of system (F) are thought of as determining the directrix curves 
of the surface rather than the surface itself, then it would seem that four such 
constants are required. But it has been shown that there exists a single 
jnfinity of mutually projective surfaces having C for common flecnode curve 
and all having the same cone for secondary developable. The double infinity 
of asymptotic curves belonging to this family of surfaces are themselves 
mutually projective and hence may be accounted for by a single constant in 
the calculation of the coefficients of system (F;). 


3. RECTILINEAR BRANCHES OF THE FLECNODE CURVE. 


The case where one, or both, branches of the flecnode curve are straight 
lines has been considered in detail by Wilezynski.* It is worth while however 
to call attention to one or two matters of interest. 

Let por = 0. Thensystem (F) becomes 


(56) pee +quyt =0, 2” + q22=0, 

so that C, is a straight line. Moreover, by (7), 09 = 0 and 0» = 0. If 
we think of the non-vanishing invariants 0, and 04.; as given functions of z, 
it is possible to determine qi; and q22 from the first two of equations (7). 
But pi2 remains as an arbitrary function, that is, the invariants do not suffice 
to characterize the ruled surfaces.j If however we suppose C, to be a plane 
curve, then from the first of equations (10), p12 may be determined except for 
two constants of integration. 

We have seen that a ruled surface cannot have two non-degenerate conics 
for the two branches of its fleenode curve. But these two branches may consist 
of a straight line and ‘a conic as we shall see. 

Under the conditions py, = poi = poor = U2 = Ui = 0, the value of the 


*W., ch. VIII. 
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invariant of weight three of C, is given by (18). For 03 = 0 we get on in- 
tegrating 


or, if we suppose the independent variable to be so chosen that 
Ui — Ue = 4( — Qu) = 1, 


then piz = 3c. The first of equations (10) then gives q22 = Oso that qu. = — } 
and (56) becomes 
(57) y’ —Fy=0, 2” =0. 
“quations (57) are indeed a special case of equations (28). 

We proceed to obtain the cartesian equation of a ruled surface which has a 
straight line and a conic for the two branches of its fleenode curve. For con- 
venience let c = 1. Then a fundamental system of solutions of (57) is 


— } — a 
yi = e*, y2 =e * +1, y3 =e* —1, 


~ = ~ = 


2 =1, 22 =7, 23> 


An arbitrary point on the line L,, is given by 


(58) 
= A(e#* —1)— pe, 
We have 
= + te + 23 — = X3 = — — + = Qy, 
Xe = — 21+ +43 +24 = =%1+2%2 — — 
=2(\+ 
whence 


which becomes 


where Y2/X; = &, X3/X1 = nand X4/X,; = ¢ are interpreted as the cartesian 
coérdinates of a point in three space. The introduction of X; in place of 2; 
amounts merely to a projective transformation and this does not change 
the character of the curves involved. It is easy to show that for the above 
surface the flecnode curve is made up of the parabola ¢ = ¢ in which it is cut 


= + log = 

Zs + og 

— log £)?, 
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by the &f-plane, and the line at infinity common to the set of planes perpen- 
dicular to the £-axis. The rulings of the surface are the straight lines 


E=k, ¢=nlogk+ vk. 


DUALIZATiON OF THE PROBLEM. 


The adjoint system of system (/), whose irtegrating ruled surface is the 
space dual of S,* has the coefficients 


(59) Px = Pik » O12 = = Qu = q22; 


If = is the space dual of S, then to each point, line, plane, of S there corre- 
sponds a plane, line, point, of 2. 

Corresponding to the flecnode tangents of S, thought of as four point tan- 
gents, there will be a set of tangents to 2, each one lying in four successive 
tangent planes, that is, having four consecutive points (the points of tangency 
of the four planes) in common with 2. Hence the flecnode curve of = corre- 
sponds to the flecnode curve of S. 

The condition that all the points of the flecnode curve of S shall lie in two 
distinct planes corresponds to the condition that all the planes tangent to = 
along its flecnode curve shall form two distinct cones. Equations (10) may 
evidently be interpreted in either way, or, in view of (59), we may say that 
the conditions 

Piz Qu — Piz + pis =0, Pi — Pra + pn = 0, 
are necessary and sufficient to insure that the tangent planes to S along its 
flecnode curve shall envelope two distinct cones. 

We may now dualize some of our preceding results. 

There are no ruled surfaces the tangent planes to which along the flecnode 
curve, envelope two quadric cones. 

There exists a single infinity of classes of mutually projective ruled surfaces 
having the property that their tangent planes drawn at points of their flecnode 
curves envelope two distinct cones, one of which is a quadric cone. 

If the tangent planes to a ruled surface along its flecnode curve envelope 
two distinct cones, then the tangent planes at the points of its complex curve 
have this same property, and the vertices of these four cones form a harmonic 
range on which the vertices of the first two are separated by the vertices of 
the second two. 

Since the invariants of the adjoint system are the same as those for system 
(F) except that 6, = — Ot it results that when the branches of the flecnode 


*W., p. 134. 
p. 143. 
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curve of S coincide, those of = also are coincident. Moreover if the former 
constitute a plane curve, the tangent planes to = along its flecnode curve, 
envelope a cone. But we have seen that this last is both necessary and suf- 
ficient to make the flecnode curve of = a plane curve, for the envelope of the 
tangent planes along a branch of the flecnode curve is the secondary develop- 
able. We conclude therefore that if the two branches of the flecnode curve 
of a ruled surface coincide in a plane curve, the same is true of the dual surface. 
Moreover both surfaces have the dual property. 


Tue UNIVERSITY oF CHICAGO, 
March, 1915. 


ERRATA, VOLUME 15 


Page 87. Burton H. Camp. Lebesgue integrals containing a parameter, with 
applications. 

Page 106, line 2 from bottom, change last letter 7 in line to ¢,; last line, insert 
at end of sentence “ and (a).” 
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